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具有饱和发生率的急慢性乙肝传染病模型分析①

王耀哲, 刘贤宁

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:建立了一个具有饱和发生率的急慢性乙肝传染病模型.首先,验证了该模型的耗散性;其次,计算得到该模

型的基本再生数R0,并且证明了模型始终存在唯一无病平衡点,且当R0>1时,模型存在唯一的正平衡点;最后,

利用Routh-Hurwitz准则和Lyapunov函数,证明了无病平衡点E0 和正平衡点E*的局部稳定性和全局稳定性.
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Abstract:Inthispaper,amodelofacuteandchronicHBVwithsaturatedincidenceisestablished.First,

thedissipativityofthemodelisverified.Secondly,thebasicreproductionnumberR0ofthemodeliscalcu-

lated.Itisobtainedthatthemodelalwaysexistsadisease-freeequilibriumpoint,andthereexistsaunique

positiveequilibriumpointwhenR0>1.Finally,byusingtheRouth-HurwitzcriterionandLyapunovfunc-

tions,thelocalandglobalstabilitiesofthedisease-freeequilibriumpointE0andthepositiveequilibrium

pointE*areproved.
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肝脏是人体重要器官之一,其感染可引起不同的疾病.乙型肝炎是引起肝脏炎症的传染病之一.乙型肝

炎的感染分为乙型肝炎急性感染和乙型肝炎慢性感染两个阶段.临床上,感染持续超过6个月就会诊断为

慢性感染者,所以急性感染者的治疗时间窗口相对很短,并且急性期患者通常是在医院治疗或者通过自我

防护,传播途径相对较少从而忽略急性感染者的传播[1].乙型肝炎慢性感染是指当乙肝病毒在体内停留很
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长时间,并发展成严重的健康问题时发生的疾病,可以导致肝瘢痕、肝功能衰竭,也可能发展为肝癌[1-6].
疾病发生率是数学建模邻域的一个关键概念和重要角色.双线性发生率在各种流行病问题中广泛使用.文

献[7]首次引入了饱和发生率,这是双线性发生率的广义形式,这种发生率比双线性发生率更敏感,特别是

在血液传播和性传播疾病的情况下,因为饱和发生率包含了有毒个体的协同改变和群集影响,并通过指示

适当的参数抑制了相互作用率的无界性,在许多流行病问题中被广泛使用[8-13].
为了研究具有饱和发生率的急慢性乙肝传染病模型,本文将人群分为4类:易感者(人数设为S)、急性

乙肝感染患者(人数设为I1)、慢性乙肝感染患者(人数设为I2)、康复者(人数设为R).假设不存在乙肝疫

苗接种失败,且免疫效力不会消减,急性感染者可以转移为慢性感染者.因为在存在大量感染者的情况下,

人们可能会减少每单位时间的接触人数,因此为了体现传染病传播过程中的心理效应,我们选用饱和发生

率函数βSI2
1+εS.考虑到急性乙肝会由免疫系统清除,所以在模型中不考虑急性乙肝造成的死亡.因此,构建

如下动力学模型:

dS
dt=A- βSI2

1+εS-(d+v)S

dI1
dt =βSI2

1+εS-(a+d+γ1)I1

dI2
dt =aI1-(d+d1+γ2)I2

dR
dt=γ1I1+γ2I2+vS-dR

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(1)

初始条件为

S(0)≥0   I1(0)≥0   I2(0)≥0   R(0)≥0 (2)

其中A 代表出生率,β是从易感到感染急性乙型肝炎的转移率,a是从急性期到感染慢性肝炎的转移率,γ1

是从急性期到恢复期的恢复率,γ2 是从慢性期到恢复期的恢复率,d 是自然发生的死亡率,也称为自然死

亡率,d1 是由慢性乙型肝炎引起的死亡率,v 代表乙型肝炎疫苗接种率.

1 解的耗散性

定理1 在满足初始条件(2)的情况下,模型(1)的解始终非负,并最终有界.
证  若存在最小时间t1 >0,使得S(t1)=0,代入系统(1)的第一个方程,得到

dS(t1)
dt =A >0

则存在充分小的η>0,使得在区间(t1-η,t1)上有S(t)<0,与S(t)在区间(0,t1)上大于0矛盾.接

下来证明对t>0,有I1(t)≥0,I2(t)≥0,有下面3种情况:

(i)若I1(0)=I2(0)=0,显然t>0时,有I1(t)=I2(t)=0.
(ii)若I1(0)>0,I2(0)>0,假设存在最小时间t2>0,使得I1(t2)=0或I2(t2)=0.如果I1(t2)=

I2(t2)=0,有

I1(t2)= I1(0)+∫
t2

0

βS(τ)I2(τ)
1+εS(τ)

æ

è
ç

ö

ø
÷e∫

τ
0
(a+d+γ1)dφdτé

ë
êê

ù

û
úúe∫

t2
0
(-a-d-γ1)dφ

得出矛盾.所以I1(t2)=I2(t2)=0不成立.不妨设I1(t2)>0且I2(t2)=0,有

dI2(t2)
dt =aI1(t2)>0

所以存在t2的左邻域(t2-δ,t2),使得I2(t)<0,t∈(t2-δ,t2),矛盾,因此假设不成立.同理I1(t2)=0,
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I2(t2)>0的情况也不成立.
(iii)若I1(0),I2(0)中有一个大于0,另一个等于0.不妨设I1(0)=0,I2(0)>0,有

dI1(0)
dt =βS(0)I2(0)

1+εS(0)>0

所以存在0的邻域(0,δ1),使得I1(t)>0,I2(t)>0在(0,δ1)成立,不妨设t3∈(0,δ1),则I1(t3)>0,

I2(t3)>0.用(ii)的方法可知I1(t)>0,I2(t)>0在t>t3时成立.也可证明当I1(0)>0,I2(0)=0时,

结论也成立.同理可以证明对所有t>0,有R(t)>0.综上所述,系统(1)的解始终非负.
令

N(t)=S(t)+I1(t)+I2(t)+R(t)

得到

dN(t)
dt =

dS(t)
dt +

dI1(t)
dt +

dI2(t)
dt +

dR(t)
dt =

A-dN -d1I2 ≤A-dN
所以

limsup
t→∞

N(t)≤
A
d

定理1得证.
设集合

Ω={(S,I1,I2,R)∈R4+:0≤S+I1+I2+R ≤
A
d
,S≥0,I1 ≥0,I2 ≥0,R ≥0}

为模型(1)的一个正不变集,本文将在Ω 上考虑模型(1)的动力学性质.

2 稳态分析

首先,容易得到模型(1)存在唯一的无病平衡点E0(S0,0,0,R0):

S0=
A

d+v   R0=
vA

d(d+v)

利用文献[13]的方法,我们得到模型(1)的基本再生数为

R0=
aβA

(d+v+εA)(a+d+γ1)(d+d1+γ2)

接下来,计算模型(1)的正平衡点,可得到下列方程组:

A- βSI2
1+εS-(d+v)S=0

βSI2
1+εS-(a+d+γ1)I1=0

aI1-(d+d1+γ2)I2=0

γ1I1+γ2I2+vS-dR=0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

解之可得正平衡点E* =(S*,I*
1 ,I*

2 ,R*),其中

S* =
(a+d+γ1)(d+d1+γ2)

aβ-ε(a+d+γ1)(d+d1+γ2)=
A

(d+v)R0+εA(R0-1)

I*
1 =

(d+d1+γ1)[(d+v+εA)2R0(R0-1)]
aβ[(d+v)R0+εA(R0-1)]

I*
2 =

(d+v+εA)2R0(R0-1)
β[(d+v)R0+εA(R0-1)]
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R* =
A

d(d+v)R0+dεA(R0-1)+
(d+d1+γ1)[(d+v+εA)2R0(R0-1)]

daβ[(d+v)R0+εA(R0-1)] +

(d+v+εA)2R0(R0-1)
dβ[(d+v)R0+εA(R0-1)]

 定理2 当R0<1时,模型(1)的无病平衡点E0 是局部渐进稳定的;当R0>1时,模型(1)的正平衡

点E* 是局部渐进稳定的.
证  为了证明结果,我们计算得到模型(1)的雅可比矩阵为

J=

- βI2
(1+εS)2-(d+v) 0 - βS

1+εS 0

βI2
(1+εS)2 -(a+d+γ1) βS

1+εS 0

0 a -(d+d1+γ2) 0

v γ1 γ2 -d

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

在E0 点处的雅可比矩阵为

J(E0)=

-(d+v) 0 - βA
d+v+εA 0

0 -(a+d+γ1) βA
d+v+εA 0

0 a -(d+d1+γ2) 0

v γ1 γ2 -d

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

对应的特征多项式为

H(ω)=(ω+d+v)(ω+d)(ω-x1)(ω-x2)

x1,x2 为矩阵

Q=
-(a+d+γ1) βA

d+v+εA

a -(d+d1+γ2)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

的特征根.现在只要证明Q 的迹是负的,而Q 的行列式是正的就足够了.

Trac(Q)=-(a+2d+d1+γ1+γ2)

det(Q)=(a+d+γ1)(d+d1+γ2)(1-R0)

根据Routh-Hurwitz准则[14],我们可以知道当R0<1时,无病平衡点局部渐进稳定;当R0>1时,无病平

衡点不稳定.
在E* 点处的雅可比矩阵为

J(E*)=

-(d+v)R0-
εA(R0-1)2

R0
0 - βA

(d+v+εA)R0
0

(d+v)(R0-1)+
εA(R0-1)2

R0
 -(a+d+γ1) βA

(d+v+εA)R0
 0

0 a -(d+d1+γ2) 0

v γ1 γ2 -d

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

对应的特征多项式为

G(ω)=(ω+d)(ω-y1)(ω-y2)(ω-y3)

y1,y2,y3 为矩阵
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W =

-(d+v)R0-
εA(R0-1)2

R0
0 - βA

(d+v+εA)R0

(d+v)(R0-1)+
εA(R0-1)2

R0
 -(a+d+γ1) βA

(d+v+εA)R0
0 a -(d+d1+γ2)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
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÷
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的特征根.矩阵W 的特征多项式为

K(ω)=ω3+b1ω2+b2ω+b3
其中

b1=(a+d+γ1)+(d+d1+γ2)+(d+v)R0+
εA(R0-1)2

R0

b2=(a+d+γ1)(d+d1+γ2)+2(a+2d+d1+γ1+γ2)(d+v)R0+
εA(R0-1)2

R0
æ

è
ç

ö

ø
÷

b3=(a+d+γ1)(d+d1+γ2)(d+v)(R0-1)+
εA(R0-1)2

R0
æ

è
ç

ö

ø
÷

b1b2-b3= (a+2d+d1+γ1+γ2)+(d+v)R0+
εA(R0-1)2

R0
é

ë
êê

ù

û
úú[(a+d+γ1)(d+d1+γ2)+

2(a+2d+d1+γ1+γ2)(d+v)R0+
εA(R0-1)2

R0
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú-

(a+d+γ1)(d+d1+γ2)(d+v)(R0-1)-(a+d+γ1)(d+d1+γ2)
εA(R0-1)2

R0 =

(a+d+γ1)(d+d1+γ2)(a+2d+d1+γ1+γ2)+(a+d+γ1)(d+d1+γ2)(d+v)+

2(a+2d+d1+γ1+γ2)2 (d+v)R0+
εA(R0-1)2

R0
é

ë
êê

ù

û
úú+

2(a+2d+d1+γ1+γ2)(d+v)R0 (d+v)R0+
εA(R0-1)2

R0
æ

è
ç

ö

ø
÷+

2(a+2d+d1+γ1+γ2)
εA(R0-1)2

R0
(d+v)R0+

εA(R0-1)2

R0
æ

è
ç

ö

ø
÷

当R0>1时,有bi>0(i=1,2,3)和b1b2-b3>0.根据Routh-Hurwitz准则[14],我们可以知道当R0>1时,

正平衡点局部渐进稳定.

定理3 当R0≤1时,模型(1)的无病平衡点E0全局渐进稳定;当R0>1时,模型(1)的正平衡点E*

全局渐进稳定.

证  为了证明模型(1)在E0 处的全局稳定性,记f(S)= βS
1+εS

,构造Lyapunov函数

Φ(t)= S-S0-∫
S

S0

f(S0)
f(X)

dX
æ

è
ç

ö

ø
÷+I1+

d+d1+γ2

a I2

沿着模型(1)轨线的全导数为

dΦ
dt= 1-

f(S0)
f(S)

æ

è
ç

ö

ø
÷(A-f(S)I2-(d+v)S)+f(S)I2-(a+d+γ1)I1+

a+d+γ1

a
(aI1-(d+d1+γ2)I2)=

(d+v)1-
f(S0)

S
æ

è
ç

ö

ø
÷(S0-S)+f(S0)I2-

(a+d+γ1)(d+d1+γ2)
a I2=
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A 1-
f(S0)
f(S)

æ

è
ç

ö

ø
÷ 1-

S
S0

æ

è
ç

ö

ø
÷+
(a+d+γ1)(d+d1+γ2)

a
(R0-1)I2

由于f(S)严格单调递增,1-
f(S0)
f(S)

æ

è
ç

ö

ø
÷ 1-

S
S0

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤0.所以,当 R0 ≤1时,dΦ

dt ≤0.当且仅当S=S0,

I1=0,I2=0时才有dΦ
dt=0.根据Lyapunov-LaSalle不变原理[15]可知,当R0<1时,无病平衡点E0 全局

渐进稳定.
为了证明模型(1)在E* 处的全局稳定性,构造Lyapunov函数

Ψ(t)= S-S* -∫
S

S*

f(S*)
f(X)

dXæ

è
ç

ö

ø
÷+ I1-I1* -I1*ln

I1
I*
1

æ

è
ç

ö

ø
÷+

a+d+γ1

a I2-I*
2 -I*

2ln
I2
I*
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

沿着模型(1)轨线的全导数为

dΨ
dt = 1-

f(S*)
f(S)

æ

è
ç

ö

ø
÷(A-f(S)I2-(d+v)S)+ 1-

I*
1

I1
æ

è
ç

ö

ø
÷(f(S)I2-(a+d+γ1)I1)+

a+d+γ1

a 1-
I*
2

I2
æ

è
ç

ö

ø
÷(aI1-(d+d1+γ1))=

(d+v)1-
f(S*)
f(S)

æ

è
ç

ö

ø
÷(S* -S)+f(S*)I*

2 -
f(S*)2I*

2

f(S) +f(S*)I2-f(S)
I*
1

I1 +

(a+d+γ1)I*
1 -

(a+d+γ1)(d+d1+γ2)
a I2-(a+d+γ1)

I1I*
2

I2 +

(a+d+γ1)(d+d1+γ2)
a I*

2 =

(d+v)1-
f(S*)
f(S)

æ

è
ç

ö

ø
÷(S* -S)+3f(S*)I*

2 -
f(S*)2I*

2

f(S) -f(S)
I*
1

I1 -f(S*)I1I
*2
2

I*
1I2

=

(d+v)S* 1-
f(S*)
f(S)

æ

è
ç

ö

ø
÷ 1-

S
S*

æ

è
ç

ö

ø
÷+f(S*)I*

2 3-
f(S*)
f(S)-

f(S)I*
1I2

f(S*)I1I*
2

-
I1I*

2

I*
1I2

æ

è
ç

ö

ø
÷

由于f(S)严格单调递增,1-
f(S*)
f(S)

æ

è
ç

ö

ø
÷ 1-

S
S*

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤0.由算术平均数和几何平均数的关系可知

3-
f(S*)
f(S)-

f(S)I1*I2
f(S*)I1I*

2
-
I1I*

2

I*
1I2

≤0

因此dΨ
dt ≤0.当且仅当S=S*,I1=I*

1 ,I2=I*
2 时才有dΨ

dt =0.只有当R0>1时,(S*,I*
1 ,I*

2 ,R*)

才有意义.因此,根据Lyapunov-LaSalle不变原理[15]可知,当R0 >1时,正平衡点E* 全局渐进稳定.

3 讨论

本文主要研究了具有饱和发生率的急慢性乙肝传染病模型的动力学分析.在模型中加入急性感染类和

慢性感染类的基础上引入饱和发生率,这种发生率比双线性发生率更一般化,更加现实.在建立模型后,我

们找到基本再生数R0.与流行病学模型一样,该模型有两个稳态,感染稳态和未感染稳态.证明了当R0<1
时,无病平衡点是局部和全局渐进稳定的;当R0>1时,正平衡点是局部和全局渐进稳定的.根据本文具体

的饱和发病率传染病模型的计算证明,我们完全可以将这一类饱和发生率函数拓展成一般疾病发生率函

数,使得模型构建更加合理.另外,本文只是说明该饱和发生率在这种模型的条件下是理论成立的,在未来

的研究中我们可以根据该模型的部分参数或者条件(例如:隔离感染者和未感染者,增加或减少乙肝疫苗

的接种率等)制定控制策略来保证可以最大程度减少急性感染者和慢性感染者的数量.
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