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关于k-Riemann-Liouville分数阶积分的
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摘要:引入k-Riemann-Liouville分数阶积分和h-凸函数,通过建立k-Riemann-Liouville分数阶积分的 Ostrowski
型积分不等式,构造了一些新的 Hermite-Hadamard型积分不等式.相比较于已有的一些结果,所得结果在积分形

式和数据点类型两个方面有一定的优势,使得Hermite-Hadamard型积分不等式适用范围更广.最后给出Ostrowski型

k-Riemann-Liouville分数阶积分不等式在概率方面的应用.
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Abstract:Byintroducingk-Riemann-Liouvillefractionalintegralsandh-convexfunction,andestablishing
Ostrowskitypeintegralinequalitiesfork-Riemann-Liouvillefractionalintegral,somenewHermite-Had-
amardtypeintegralinequalitiesareestablished.Comparedwithsomeexistingresults,theobtainedresults
havesomeadvantagesinintegralformanddatapointtype,whichmakestheHermite-Hadamardtypeinte-
gralinequalitymorewidelyapplicable.Finally,anapplicationofOstrowskitypek-RiemannLiouvillefrac-
tionalintegralinequalityinprobabilityisgiven.
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相较于整数阶微积分而言,分数阶微积分的优势在于能够更加精确地描述复杂的机械和力学过程.特

别地,分数阶积分不等式有助于确定某些分数阶偏微分方程的解,为分数阶边界解提供上界和下界.通过

引入分数阶积分算子来探索某些扩展和推广凸性,在数学问题解的优化中起着非常重要的作用[1-3].
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在本文中,记R是实数域,I⊂R,Io 是I的内部.文献[4]给出了凸函数的Hermite-Hadamard型积分

不等式.
定理1[4] 设f:I⊂R →R是凸函数,对于任意a,b∈I,a<b,则
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关于Hermite-Hadamard型积分不等式的各种新证明、改进、加细和推广,可参见文献[4-14].
Hermite-Hadamard型积分不等式提供了连续凸函数平均值的估计方法,与之有密切关系的还有

Ostrowski型积分不等式.如果f:I →R是I上的可导函数,且f'∈L[a,b],|f'(x)|≤M,则下面

不等式称为 Ostrowski型积分不等式[4]:
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Riemann-Liouville分数阶积分算子是非整数阶积分算子的第一个公式.
定义1[6] 设α >0,f ∈L1[a,b],则函数f 的α 阶左Riemann-Liouville分数阶积分和α 阶右

Riemann-Liouville分数阶积分分别定义为

Jα
a+f(x)=

1
Γ(α)∫

x

a
(x-t)α-1f(t)dt   x>a

Jα
b-f(x)=

1
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x
(t-x)α-1f(t)dt   x<b

其中Γ(α)是Gamma函数,即Γ(α)=∫
+∞

0
e-ttα-1dt.

文献[7]引入了Riemann-Liouville分数阶积分,证明了与(1)式的第二个不等式有关的结论:
引理1[7] 设f:Io ⊂R →R是Io 上的可微函数,∀a,b∈Io,a<b.如果f'∈L[a,b],则下

面Riemann-Liouville分数阶积分等式成立:
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2 -

Γ(α+1)
2(b-a)α

[Jα
a+f(b)+Jα

b-f(a)]=
b-a
2∫

1

0
[(1-t)α -tα]f'(ta+(1-t)b)dt (3)

定理2[7] 设f:Io ⊂R →R是Io 上的可微函数,∀a,b∈Io,a<b.如果|f'|是[a,b]上的

凸函数,则下面Riemann-Liouville分数阶积分不等式成立:
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 关于 Riemann-Liouville分 数 阶 积 分 不 等 式 的 最 新 结 果 可 参 见 文 献[11-12].文 献[15]引 入 了

Riemann-Liouville分数阶积分,证明了与(1)式的第一个不等式有关的结论:
引理2[15] 设f 是在I上的实值函数,且在Io 上可微,a,b∈I 且a<b,f'∈L[a,b],则下面

Riemann-Liouville分数阶积分等式成立:
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定理3[15] 设f:Io ⊂R →R是Io 上的可微函数,∀a,b∈Io,a<b.如果|f'|是[a,b]上的

凸函数,则下面Riemann-Liouville分数阶积分不等式成立:
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文献[16]提出了Riemann-Liouville分数阶积分的推广,即k-Riemann-Liouville分数阶积分:
定义2[16] 设α>0,f ∈L1[a,b],函数f 的α 阶左k-Riemann-Liouville分数阶积分和α 阶右

k-Riemann-Liouville分数阶积分分别定义为

2 西南师范大学学报(自然科学版)  http://xbbjb.swu.edu.cn 第48卷



Jα,k
a+f(x)=
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kΓk(α)∫
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其中k>0,Γk(α)是k-Gamma函数,即Γk(α)=∫
+∞

0
e-

tk
ktα-1dt.

明显地,当k=1时,k-Riemann-Liouville分数阶积分就是Riemann-Liouville分数阶积分.若k=1且

α=1,则k-Riemann-Liouville分数阶积分就是Riemann积分.
本文的目的是引入k-Riemann-Liouville分数阶积分和h-凸函数,通过建立 Ostrowski型积分不等式,

由取特殊值法,构造出更多点处新的Hermite-Hadamard型积分不等式,从而拓宽Hermite-Hadamard型积

分不等式的适用范围,并且推广已有的一些结论.

1 k-Riemann-Liouville分数阶积分等式

要建立 Ostrowski型k-Riemann-Liouville分数阶积分不等式,首先给出相关的等式.
定理4 设f:Io⊂R →R是Io 上的可微函数,∀a,b∈Io,a<b.如果f'∈L[a,b],则对∀x,y∈

(a,b),有k-Riemann-Liouville分数阶积分等式:
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证 由分部积分法及变量代换u=tx+(1-t)a,利用k-Riemann-Liouville分数阶积分的定义,有
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类似地,
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由(8)式和(9)式,经过简单的计算,则(7)式成立.
推论1 设f:Io ⊂R →R是Io 上的可微函数,∀a,b∈Io,a<b.如果f'∈L[a,b],则对
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∀x ∈ (a,b),有k-Riemann-Liouville分数阶积分等式:
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 证  在定理4中,利用(7)式,令x=y 即推论1得证.
推论2[11] 设f:Io ⊂R →R是Io 上的可微函数,∀a,b∈Io,a<b.如果f'∈L[a,b],则对

∀x ∈ (a,b),有Riemann-Liouville分数阶积分等式:
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 证  由推论1,利用(10)式,取k=1即推论2得证.
推论3 设f:Io ⊂R →R是Io 上的可微函数,∀a,b∈Io,a<b.如果f'∈L[a,b],r≥1且

r≥m ≥0,则下面k-Riemann-Liouville分数阶积分等式成立:
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 证  在定理4中,利用(7)式,取x=
(r-m)a+mb

r
和y=

ma+(r-m)b
r

,(12)式成立.

注1 利用推论3的结果,对参数α,k,m,r取特殊的值,可得到函数在一些特殊点处的普通积分或者

分数阶积分等式.比如,令m=r,k=1,经简单计算,则引理1成立.利用这些等式,可以讨论函数在特殊

点处的梯形积分不等式,即推广Hermite-Hadamard型积分不等式(1)中右侧项与中间项差值的估计.
推论4 设f:Io ⊂R →R是Io 上的可微函数,∀a,b∈Io,a<b.如果f'∈L[a,b],r≥1且

r≥m ≥0,则有k-Riemann-Liouville分数阶积分等式:
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 证  由推论1,利用(10)式,取x=
(r-m)a+mb

r
,经过简单的计算,则可得(13)式成立.

推论5 设f:Io ⊂R →R是Io 上的可微函数,∀a,b∈Io,a<b.如果f'∈L[a,b],则有

k-Riemann-Liouville分数阶积分等式:
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 证  由推论4,利用(13)式,取r=2m,经过简单的计算,则可得(14)式成立.
注2 利用推论4的结果,当参数α,k,m,r取特殊的值时,可得到函数在一些特殊点处的普通积分或

者分数阶积分等式.比如,令r=2m,k=1,则引理2成立.利用这些等式,可以讨论函数在特殊点处的积

分不等式,即推广Hermite-Hadamard型积分不等式(1)中左侧项与中间项差值的估计.

2 k-Riemann-Liouville分数阶积分不等式

作为通常凸函数的推广,文献[6]介绍了h-凸函数的定义:
定义3[6] 设(0,1)⊂J,h:J⊂R →R为非负函数.如果对于非负函数f:I⊂R →R,∀x,y∈I,

λ∈ (0,1),有

f(λx+(1-λ)y)≤h(λ)f(x)+h(1-λ)f(y) (15)
则称f 是I上的h-凸函数.如果不等式(15)反向,则称f 是I上的h-凹函数.

明显地,若h(λ)=λs,s∈(0,1),则h-凸函数就是第二意义上的s-凸函数;若h(λ)=λ,则h-凸函

数就是通常的凸函数,h-凹函数就是通常的凹函数;分别当h(λ)=1,h(λ)=
1
t
,h(λ)=

1
ts
(s∈ (0,1))

时,利用(15)式,分别可定义P-函数、Godunova-Levin函数、第二意义上的s-Godunova-Levin函数.关于

凸函数的经典概念在各种不同的方向上的推广研究可参见文献[8-10].
我们首先建立h-凸函数的Ostrowski型k-Riemann-Liouville分数阶积分不等式.然后通过取函数的特

殊值,就可以得到多个Hermite-Hadamard型积分不等式的推广形式.比如,得到的某些结论就是对定理2、
定理3的推广.

定理5 设f:Io ⊂R →R是Io 上的可微函数,∀a,b∈Io,a<b.如果f'∈L[a,b]且|f'|是

[a,b]上的h-凸函数,|f'|≤M,则对 ∀x,y∈(a,b),有k-Riemann-Liouville分数阶积分不等式:
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0
t

α
k[h(t)+h(1-t)]dt (16)

 证  因为|f'|是[a,b]上的h-凸函数且|f'|≤M,所以有

|f'(tx+(1-t)a)|≤h(t)|f'(x)|+h(1-t)|f'(a)|≤ [h(t)+h(1-t)]M
和

|f'(ty+(1-t)b)|≤h(t)|f'(y)|+h(1-t)|f'(b)|≤ [h(t)+h(1-t)]M
由定理4,则
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 推论6 设f:Io ⊂R →R是Io 上的可微函数,∀a,b∈Io,a<b.如果f'∈L[a,b]且|f'|是

[a,b]上的h 凸函数,|f'|≤M,则对 ∀x∈(a,b),有k-Riemann-Liouville分数阶积分不等式:

((x-a)
α
k +(b-x)

α
k)

b-a f(x)-
Γk(α+k)
b-a

(Jα,k
x-f(a)+Jα,k
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α
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α
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1

0
t

α
k[h(t)+h(1-t)]dt (17)

 证  由定理5,利用(16)式,令x=y,则推论6得证.
注3 在推论6的条件下,如果令k= 1,则由(17)式,可得文献[17]中的定理1,即给出关于
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Riemann-Liouville分数阶积分的 Ostrowski型积分不等式;如果令α=1,k=1,注意 f'(tx+(1-t)a)≤
M 和 f'(tx+(1-t)b)≤M,采用定理5的证明可得(2)式成立.

定理6 设 (0,1)⊂J,h:J⊂R →R为非负函数,f:Io⊂R →R是Io 上的可微函数,a,b∈Io,

a<b,f'∈L[a,b],如果|f'|是[a,b]上的h-凸函数,则下面k-Riemann-Liouville分数阶积分不等

式成立:

f
a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷-
Γk(α+k)
b-a

2
b-a
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
k-1

(Jα,k
a+b
2( ) -f(a)+J

α,k
a+b
2( ) +f(b))≤

b-a
4
(|f'(a)|+|f'(b)|)∫

1

0
t

α
k h t

2
æ

è
ç

ö

ø
÷+h1-

t
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷dt (18)

 证  因为

ta+b
2 +(1-t)a= 1-

t
2

æ

è
ç

ö

ø
÷a+

1
2tb

且|f'|是[a,b]上的h-凸函数,所以

f'ta+b
2 +(1-t)aæ

è
ç

ö

ø
÷ ≤h1-

t
2

æ

è
ç

ö

ø
÷|f'(a)|+h t

2
æ

è
ç

ö

ø
÷|f'(b)|

同理

f'ta+b
2 +(1-t)bæ

è
ç

ö

ø
÷ ≤h t

2
æ

è
ç

ö

ø
÷|f'(a)|+h1-

t
2

æ

è
ç

ö

ø
÷|f'(b)|

由推论5,有

f
a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷-
Γk(α+k)
b-a

2
b-a
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
k-1

(Jα,k
a+b
2( ) -f(a)+J

α,k
a+b
2( ) +f(b))≤

b-a
4∫

1

0
t

α
k f'ta+b

2 +(1-t)aæ

è
ç

ö

ø
÷ +t

α
k f'ta+b

2 +(1-t)bæ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úúdt

é

ë
êê ≤

b-a
4
(|f'(a)|+|f'(b)|)∫

1

0
t

α
k h t

2
æ

è
ç

ö

ø
÷+h1-

t
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúdt

 推论7 设 (0,1)⊂J,h:J⊂R →R为非负函数,f:Io⊂R →R是Io 上的可微函数,a,b∈Io,

a<b,f'∈L[a,b],如果|f'|是[a,b]上的凸函数,则下面k-Riemann-Liouville分数阶积分不等式

成立:

f
a+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷-
Γk(α+k)
b-a

2
b-a
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
k-1

(Jα,k
a+b
2( ) -f(a)+Jα,k

a+b
2( ) +f(b))≤

k(b-a)
4(α+k)

(|f'(a)|+|f'(b)|) (19)

 注4 令k=1,利用(19)式可得文献[11]中的结论,即定理3.
定理7 设 (0,1)⊂J,h:J⊂R →R为非负函数,f:Io⊂R →R是Io 上的可微函数,a,b∈Io,

a <b,f' ∈ L[a,b],r ≥1且r ≥ m ≥0,如 果 |f'| 是[a,b]上 的 h 凸 函 数,则 下 面

k-Riemann-Liouville分数阶积分不等式成立:

f
(r-m)a+mb

r
æ

è
ç

ö

ø
÷ +f

ma+(r-m)b
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -
Γk(α+k)
2

r
m(b-a)
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
k(Jα,k

(r-m)a+mb
r( ) -f(a)+J

α,k
ma+(r-m)b

r( ) +f(b))≤

m(b-a)
2r

(|f'(a)|+|f'(b)|)∫
1

0
t

α
k h m

rt
æ

è
ç

ö

ø
÷+h1-

m
rt

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúdt (20)

 证  因为

t
(r-m)a+mb

r +(1-t)a=
m
rtb+(1-

m
rt
)a

且|f'|是[a,b]上的h-凸函数,所以
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f't
(r-m)a+mb

r +(1-t)aæ

è
ç

ö

ø
÷ ≤h m

rt
æ

è
ç

ö

ø
÷|f'(b)|+h1-

m
rt

æ

è
ç

ö

ø
÷|f'(a)| (21)

同理

f'tma+(r-m)b
r +(1-t)bæ

è
ç

ö

ø
÷ ≤h m

rt
æ

è
ç

ö

ø
÷|f'(a)|+h1-

m
rt

æ

è
ç

ö

ø
÷|f'(b)| (22)

利用(12),(21)和(22)式,则(20)式成立.
推论8 设该推论条件与定理7相同,则下面k-Riemann-Liouville分数阶积分不等式成立:

f
(r-m)a+mb

r
æ

è
ç

ö

ø
÷ +f

ma+(r-m)b
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -
Γk(α+k)
2

r
m(b-a)
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
k(Jα,k

(r-m)a+mb
r( ) -f(a)+J

α,k
ma+(r-m)b

r( ) +f(b))≤

mk(b-a)
2r(α+k)

(|f'(a)|+|f'(b)|) (23)

 定理8 设f:Io ⊂R →R是Io 上的可微函数,∀a,b∈Io,a<b.如果|f'|是[a,b]上的凸

函数,则下面k-Riemann-Liouville分数阶积分不等式成立:

f(a)+f(b)
2 -

Γk(α+k)
2

1
b-a
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
k
(Jα,k

b-f(a)+Jα,k
a+f(b))≤

k(b-a)
2(α+k)1-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
ké

ë
êê

ù

û
úú(f'(a)+ f'(b)) (24)

 证  由推论3,有

f(a)+f(b)
2 -

Γk(α+k)
2

1
b-a
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
k
(Jα,k

b-f(a)+Jα,k
a+f(b))=

b-a
2∫

1

0
(t

α
k -(1-t)

α
k)f'tb+(1-t)a( )dt

于是

f(a)+f(b)
2 -

Γk(α+k)
2

1
b-a
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
k
(Jα,k

b-f(a)+Jα,k
a+f(b))≤

b-a
2∫

1

0
|t

α
k -(1-t)

α
k | f'tb+(1-t)a( ) dt≤

b-a
2∫

1

0
|t

α
k -(1-t)

α
k |[tf'(b)+(1-t)f'(a)]dt=

b-a
2∫

1
2

0
[(1-t)

α
k -t

α
k][tf'(b)+(1-t)f'(a)]dt{ +

∫
1

1
2

[t
α
k -(1-t)

α
k][tf'(b)+(1-t)f'(a)]dt}=

b-a
2
(K1+K2) (25)

其中K1,K2 分别为

K1= f'(b)∫
1
2

0
[(1-t)

α
k -t

α
k]tdt+ f'(a)∫

1
2

0
[(1-t)

α
k -t

α
k](1-t)dt=

f'(b)∫
1
2

0
[(1-t)

α
k -t

α
k]tdt+ f'(a)∫

1
2

0
[(1-t)

α
k -t

α
k](1-t)dt=

f'(b)
k2

(α+k)(α+2k)-
k

α+k
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
k+1

é

ë
êê

ù

û
úú+

f'(a)
k

α+2k-
k

α+k
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
k+1

é

ë
êê

ù

û
úú
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K2=∫
1

1
2

[t
α
k -(1-t)

α
k][tf'(b)+(1-t)f'(a)]dt=

f'(b)∫
1

1
2

[t
α
k -(1-t)

α
k]tdt+ f'(a)∫

1

1
2

[t
α
k -(1-t)

α
k](1-t)dt=

f'(b)
k

α+2k-
k

α+k
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
k+1

é

ë
êê

ù

û
úú+ f'(a)

k2
(α+k)(α+2k)-

k
α+k

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
k+1

é

ë
êê

ù

û
úú

在(25)式中,带入K1,K2 则有(24)式成立.
注5 令k=1,利用(24)式可得文献[5]中的结论,即定理2.

3 在概率方面的应用

令X 是区间[a,b]上的连续型随机变量,X 的概率密度函数为p(x):[a,b] →(0,+∞),则其分

布函数为

F(x)=Pr(X ≤x)=∫
x

a
p(t)dt

r阶矩为

E(Xr)=∫
b

a
trp(t)dt   r=1,2,3…

若[x1,x2]⊂ [a,b],记E[x
1
,x
2
](Xr)=∫

x
2

x
1

trp(t)dt.

利用k-Riemann-Liouville分数阶积分的定义及随机变量函数的矩计算公式,则

Jα,k
a+p(x)=

1
kΓk(α)

E[a,x]((x-X)
α
k-1)

Jα
b-p(x)=

1
kΓk(α)

E[x,b]((X -x)
α
k-1)

 定理9 设连续型随机变量X 的分布函数F(x)在[a,b]上可微,密度函数F'(x)是[a,b]上的凸函

数且|F'(x)|≤M,则

1
b-a E[x,b]((b-X)

α
k)-E[a,x]((X -a)

α
k)≤

kM((x-a)
α
k+1+(b-x)

α
k+1)

(α+k)(b-a)
(26)

 证  利用分部积分法,分布函数的性质及随机变量函数的矩计算公式,有

Jα,k
x-F(a)=

1
kΓk(α)∫

x

a
(t-a)

α
k-1

F(t)dt=
1

αΓk(α)∫
x

a
F(t)d(t-a)

α
k =

1
αΓk(α)

F(x)(x-a)
α
k -∫

x

a
(t-a)

α
kF'(t)dt[ ] =

1
αΓk(α)

[F(x)(x-a)
α
k -E[a,x]((X -a)

α
k)] (27)

和

Jα,k
x+F(b)=

1
kΓk(α)∫

b

x
(b-t)

α
k-1

F(t)dt=-
1

αΓk(α)∫
b

x
F(t)d(b-t)

α
k =

1
αΓk(α)

F(x)(b-x)
α
k +∫

b

x
(b-t)

α
kF'(t)dt[ ] =

1
αΓk(α)

[F(x)(b-x)
α
k +E[x,b]((b-X)

α
k)] (28)

 由推论6,利用(17),(26),(27)式以及概率密度函数F'(x)的有界性和凸性,则定理9得证.
推论9 设定理9的条件满足,则当k=α=1时,对 ∀x ∈R,有

Pr(X ≤x)-
b-E(X)

b-a ≤
M((x-a)2+(b-x)2)

2(b-a)
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