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拟齐次核逆向Hilbert型积分不等式的
构建条件及算子表示①
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摘要:利用权函数方法和逆向 Hölder积分不等式,讨论了具有拟齐次核K(x,y)的逆向 Hilbert型积分不等式

∫
+∞

0∫
+∞

0
K(x,y)|f(x)||g(y)|dxdy≥M‖f‖*

p,α‖g‖*
q,β

的构建问题,其中1
p +

1
q =1(0<p<1,q<0),f∈Lα

p(0,+∞),g∈Lβ
q(0,+∞).得到了构建逆向Hilbert

型积分不等式的充分必要条件和最佳常数因子的计算公式,与拟齐次核 Hilbert型积分不等式的相关结果形成对

应,完善了 Hilbert型积分不等式的理论问题.最后利用逆向 Hilbert型积分不等式对积分算子

T(f)(y)=∫
+∞

0
K(x,y)f(x)dx   f∈Lα

p(0,+∞)

进行探讨,给出了相应的算子不等式和若干特例,这对于积分算子的研究有一定的理论意义.
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ConstructionConditionsandOperatorRepresentationsof
InverseHilbert-TypeIntegralInequalitieswithQuasi-HomogeneousKernel
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Abstract:UsingtheweightfunctionmethodandinverseHölderintegralinequality,theproblemofcon-
structingtheinverseHilbert-typeintegralinequality

∫
+∞

0∫
+∞

0
K(x,y)|f(x)||g(y)|dxdy≥M‖f‖*

p,α‖g‖*
q,β

withquasi-homogeneouskernelK(x,y)isdiscussed,where
1
p
+
1
q
=1(0<p<1,q<0),f∈Lα

p(0,+∞),

g∈Lβ
q(0,+∞).ThesufficientnecessaryconditionsforconstructingtheinverseHilbert-typeintegraline-

qualityandformulaforthebestconstantfactorareobtained,whichformacorrespondencewiththerele-
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vantresultsoftheHilbert-typeintegralinequalitywithquasi-homogeneouskernel,whichrefinesatheo-
reticalproblemofHilbert-typeinequality,andfinallytheintegraloperator

T(f)(y)=∫
+∞

0
K(x,y)f(x)dx   f∈Lα

p(0,+∞)

isdiscussedbyusingtheinverseHilbert-typeintegralinequality,givingthecorrespondingoperatorine-
qualityandseveralspacialcases,whichhavesometheoreticalsignificanceforthestudyofintegralopera-
tors.
Keywords:inverseHilbert-typeintegralinequality;quasi-homogeneouskernel;constructioncondition;

thebestconstantfactor;operatorrepresentation

设r≠0,α∈R,记

Lα
r(0,+∞)= f(x):∫

+∞

0
xα|f(x)|rdx( )

1
r
<+∞{ }

需要指出的是:
当r>1时,Lα

r(0,+∞)是带幂权xα 的加权Lebesgue空间,此时记

‖f‖r,α =∫
+∞

0
xα|f(x)|rdx( )

1
r

 当r≤1且r≠0时,Lα
r(0,+∞)并不构成向量空间,为了区别r>1的情形,此时记

‖f‖*
r,α =∫

+∞

0
xα|f(x)|rdx( )

1
r

 若1
p +

1
q =1(0<p<1,q<0),α,β∈R,K(x,y)≥0,f(x)∈Lα

p(0,+∞),g(y)∈Lβ
q (0,+∞),

称

∫
+∞

0∫
+∞

0
K(x,y)|f(x)||g(y)|dxdy≥M‖f‖*

p,α‖g‖*
q,β (1)

为以K(x,y)为核的逆向Hilbert型积分不等式,M 称为常数因子,M0=sup{M}称为最佳常数因子.
在充分讨论Hilbert型不等式并取得了大量成果的基础上[1-4],近年来各国学者开始关注逆向 Hilbert

型不等式[5-9].文献[10-16]讨论了Hilbert型不等式的构建问题,从理论上解决了Hilbert型不等式针对各

类核的构造参数条件,并得到了加权Lebesgue空间中有界积分算子的构造方法,这在算子理论中是非常有

意义的,但目前讨论逆向Hilbert型不等式构造的文献还不多见.本文针对拟齐次核讨论逆向Hilbert型积

分不等式的构造问题,得到了等价的参数条件和最佳常数因子的计算公式.
设λ 是一个实数,G(u,v)是λ 阶齐次非负函数,λ1λ2 >0,称K(x,y)=G(xλ1,yλ2)为拟齐次函

数,显然K(x,y)具有性质:若t>0,则

K(tx,y)=tλλ1K(x,t-
λ1
λ2y)   K(x,ty)=tλλ2K(t-

λ2
λ1x,y)

特别地,

K(t,1)=tλλ1K(1,t-
λ1
λ2)   K(1,t)=tλλ2K(t-

λ2
λ1,1)

本文中,我们记

W1(s)=∫
+∞

0
K(1,t)tsdt   W2(s)=∫

+∞

0
K(t,1)tsdt

A(K,f,g)=∫
+∞

0∫
+∞

0
K(x,y)|f(x)||g(y)|dxdy

1 预备引理

引理1 设1
p +

1
q

=1(0<p<1,q<0),λ1λ2>0,λ∈R,G(u,v)是λ阶齐次非负函数,K(x,
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y)=G(xλ1,yλ2),α+1
λ1p +β+1

λ2q =λ+
1
λ1

+
1
λ2
,则1

λ1
W1 -β+1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
λ2

W2 -
α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,且

ω1
(x,β,q)=∫

+∞

0
K(x,y)y-β+1

qdy=xλλ1-
λ1
λ2

β+1
q -1( ) W1 -β+1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷

ω2(y,α,p)=∫
+∞

0
K(x,y)x-

α+1
pdx=yλλ2-

λ2
λ1

α+1
p -1( ) W2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷

 证  因为

α+1
λ1p +β+1

λ2q =λ+
1
λ1+

1
λ2

故

-
λ1
λ2

λλ2-β+1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷-

λ1
λ2-1=-

α+1
p

于是

W1 -β+1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷=∫

+∞

0
K(t-

λ2
λ1,1)tλλ2-

β+1
qdt=

λ1
λ2∫

+∞

0
K(u,1)u-

λ1
λ2

λλ2-
β+1
q( ) -

λ1
λ2

-1du=

λ1
λ2∫

+∞

0
K(u,1)u-

α+1
pdu=

λ1
λ2

W2 -
α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷

故有

1
λ1

W1 -β+1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
λ2

W2 -
α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷

 利用K(x,y)的性质,有

ω1(x,β,q)=xλλ1∫
+∞

0
K(1,x-

λ1
λ2y)y-β+1

qdy=

xλλ1-
λ1
λ2

β+1
q -1( )∫

+∞

0
K(1,t)t-β+1

qdt=

xλλ1-
λ1
λ2

β+1
q -1( ) W1 -β+1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷

 同理可得

ω2(y,α,p)=yλλ2-
λ2
λ1

α+1
p -1( ) W2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷

 引理2[17] 设1
p +

1
q =1(0<p<1,q<0),x ∈Ω ⊆Rn,ω(x)≥0,f(x)≥0,g(x)≥0,则

有逆向Hölder积分不等式

∫Ω
f(x)g(x)ω(x)dx≥∫Ω

fp(x)ω(x)dx( )
1
p∫Ω

gq(x)ω(x)dx( )
1
q

当且当存在常数C 使得fp(x)=Cgq(x)时,不等式取等号.

2 逆向Hilbert型积分不等式的构造定理

定理1 设1
p +

1
q =1(0<p<1,q<0),λ1λ2 >0,α,β,λ∈R,G(u,v)是λ 阶齐次非负函数,

K(x,y)=G(xλ1,yλ2),0<W1 -β+1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞,0<W2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞,存在常数σ >0,使得

W1 -β+1
q ±σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞ 或W2 -

α+1
p ±σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞,则:
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(i)当且当α+1
λ1p +β+1

λ2q =λ+
1
λ1

+
1
λ2

时,存在常数M >0,使得

A(K,f,g)=∫
+∞

0∫
+∞

0
K(x,y)|f(x)||g(y)|dxdy≥M‖f‖*

p,α‖g‖*
q,β (2)

其中f(x)∈Lα
p(0,+∞),g(y)∈Lβ

q(0,+∞);

(ii)当α+1
λ1p +β+1

λ2q =λ+
1
λ1

+
1
λ2

时,(2)式的最佳常数因子为

sup{M}=
W0

|λ1|
1
q |λ2|

1
p

其中W0=|λ1|W2 -
α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷=|λ2|W1 -β+1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

证  不妨设W2 -
α+1
p ±σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞.

(i)充分性  设α+1
λ1p +β+1

λ2q =λ+
1
λ1

+
1
λ2
,根据引理1及引理2,有

A(K,f,g)=

∫
+∞

0∫
+∞

0

x
α+1
pq

y
β+1
pq

|f(x)|
æ

è
çç

ö

ø
÷÷
y

β+1
pq

x
α+1
pq

|g(y)|
æ

è
çç

ö

ø
÷÷K(x,y)dxdy≥

∫
+∞

0∫
+∞

0

x
α+1
q

y
β+1
q

|f(x)|pK(x,y)dxdy
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
p

∫
+∞

0∫
+∞

0

y
β+1
p

x
α+1
p
|g(y)|qK(x,y)dxdy

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
q

=

∫
+∞

0
x

α+1
q |f(x)|pω1(x,β,q)dx( )

1
p∫

+∞

0
y

β+1
p |g(y)|qω2(y,α,p)dy( )

1
q
=

W
1
p
1 -β+1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷W

1
q
2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷∫

+∞

0
x

α+1
q +λλ1-

λ1
λ2

β+1
q -1( ) |f(x)|pdx( )

1
p∫

+∞

0
y

β+1
p +λλ2-

λ2
λ1

α+1
p -1( ) |g(y)|qdy( )

1
q
=

W
1
p
1 -β+1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷W

1
q
2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷∫

+∞

0
xα|f(x)|pdx( )

1
p∫

+∞

0
yβ|g(y)|qdy( )

1
q
=

W
1
p
1 -β+1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷W

1
q
2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖f‖*

p,α‖g‖*
q,β

任取0<M ≤W
1
p
1 -β+1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷W

1
q
2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,都可得到(2)式.

必要性  设存在常数M >0使得(2)式成立,记

α+1
λ1p +β+1

λ2q - λ+
1
λ1+

1
λ2

æ

è
ç

ö

ø
÷=c

 若cλ2 >0,对充分小的ε>0,令

f(x)= x-
α+1+|λ1|ε

p   x≥1
0 0<x<1{

g(y)= y-
β+1+|λ2|ε

q   y≥1
0 0<y<1{

则有

‖f‖*
p,α‖g‖*

q,β =∫
+∞

1
x-1-|λ1|εdx( )

1
p∫

+∞

1
y-1-|λ2|εdy( )

1
q
=

1
ε|λ1|

1
p |λ2|

1
q

(3)

同时还有

A(K,f,g)=∫
+∞

1
y-β+1

q -
|λ2|ε

q∫
+∞

1
K(x,y)x-

α+1
p -

|λ1|ε
p dx( )dy=
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∫
+∞

1
yλλ2-

β+1
q -

|λ2|ε
q∫

+∞

1
K(y-

λ2
λ1x,1)x-

α+1
p -

|λ1|ε
p dx( )dy=

∫
+∞

1
yλλ2-

β+1
q -

|λ2|ε
q +

λ2
λ1 -

α+1
p -

|λ1|ε
p( ) +

λ2
λ1∫

+∞

y
-
λ2
λ1
K(t,1)t-

α+1
p -

|λ1|ε
p dt( )dy≤

∫
+∞

1
yλ2 λ-β+1

λ2q
-
|λ2|ε
λ2q

-
α+1
λ1p

-
|λ1|ε
λ1p

+
1
λ1

( )∫
+∞

0
K(t,1)t-

α+1
p -

|λ1|ε
p dt( )dy=

∫
+∞

1
y-1-cλ2-|λ2|εdy∫

+∞

0
K(t,1)t-

α+1
p -

|λ1|ε
p dt (4)

根据(3)式和(4)式,有

ε∫
+∞

1
y-1-cλ2-|λ2|εdy∫

+∞

0
K(t,1)t-

α+1
p -

|λ1|ε
p dt≥

M
|λ1|

1
p |λ2|

1
q

(5)

因为cλ2 >0,由Lebesgue控制收敛定理,有

lim
ε→0+∫

+∞

1
y-1-cλ2-|λ2|εdy=∫

+∞

1

1
y1+cλ2

dy<+∞

令

F(t)=
K(t,1)t-

α+1
p -σ   0<t≤1

K(t,1)t-
α+1
p    t>1{

因为ε>0充分小,故|λ1|ε
p <σ,于是

K(t,1)t-
α+1
p -

|λ1|ε
p ≤F(t)   t>0

而

∫
+∞

0
F(t)dt=∫

1

0
F(t)dt+∫

+∞

1
F(t)dt=

∫
1

0
K(t,1)t-

α+1
p -σdt+∫

+∞

1
K(t,1)t-

α+1
pdt≤

W2 -
α+1
p -σæ

è
ç

ö

ø
÷+W2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞

视ε为一个趋于0的正项数列{ck},根据Lebesgue控制收敛定理,有

lim
ε→0+∫

+∞

0
K(t,1)t-

α+1
p -

|λ1|ε
p dt=lim

k→+∞∫
+∞

0
K(t,1)t-

α+1
p -

|λ1|ck
p dt=

∫
+∞

0
K(t,1)t-

α+1
pdt=W2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞

于是在(5)式中令ε→0+,得

0≥
M

|λ1|
1
p |λ2|

1
q
>0 (6)

矛盾,所以cλ2 >0不成立.
若cλ2 <0,对充分小的ε>0,令

f(x)= x-
α+1-|λ1|ε

p   0<x≤1
0 x>1{

g(y)= y-
β+1-|λ2|ε

q   0<y≤1
0 y>1{

类似地可得

ε∫
1

0
y-1-cλ2+|λ2|εdy∫

+∞

0
K(t,1)t-

α+1
p +

|λ1|ε
p dt≥

M
|λ1|

1
p |λ2|

1
q
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利用

W2 -
α+1
p +σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞   W2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞

及Lebesgue控制收敛定理,令ε→0+,类似地也可得到(6)式,矛盾.故cλ2 <0也不能成立.
综上所述,可得cλ2=0,但λ2 ≠0,故c=0,即

α+1
λ1p +β+1

λ2q =λ+
1
λ1+

1
λ2

 (ii)设α+1
λ1p +β+1

λ2q =λ+
1
λ1

+
1
λ2
,则c=0.若(2)式的最佳常数因子不是

W0

|λ1|
1
q |λ2|

1
p

,则存在常

数M0 >0,使得

M0 >W
1
p
1 -β+1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷W

1
q
2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷=

W0

|λ1|
1
q |λ2|

1
p

A(K,f,g)≥M0‖f‖*
p,α‖g‖*

q,β

由于c=0,根据导出(5)式的方法,得

ε∫
+∞

1
y-1-|λ2|εdy∫

+∞

0
K(t,1)t-

α+1
p -

|λ1|ε
p dt≥

M0

|λ1|
1
p |λ2|

1
q

由此得到

1
|λ2|∫

+∞

0
K(t,1)t-

α+1
p -

|λ1|ε
p dt≥

M0

|λ1|
1
p |λ2|

1
q

令ε→0+,得

λ1
λ2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
p

∫
+∞

0
K(t,1)t-

α+1
pdt≥M0

于是

W0

|λ1|
1
q |λ2|

1
p
=

λ1
λ2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
p

W2 -
α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷=

λ1
λ2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
p

∫
+∞

0
K(t,1)t-

α+1
pdt≥M0

这与M0 >
W0

|λ1|
1
q |λ2|

1
p

矛盾,故(2)式的常数因子是最佳的.

3 逆向Hilbert型积分不等式的算子表式

设K(x,y)≥0,定义以K(x,y)为核的积分算子T:

T(f)(y)=∫
+∞

0
K(x,y)f(x)dx   f(x)∈Lα

p(0,+∞) (7)

根据Hilbert型不等式的基本理论,逆向Hilbert型积分不等式(1)等价于算子不等式

‖T(f)‖*
p,β(1-p)≥ M‖f‖*

p,α   f(x)∈Lα
p(0,+∞) (8)

根据定理1,可得到下列等价定理:

定理2 设1
p +

1
q =1(0<p<1,q<0),λ1λ2 >0,α,β,λ∈R,G(u,v)是λ 阶齐次非负函数,

K(x,y)=G(xλ1,yλ2),0<W1 -β+1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞,0<W2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞,存在常数σ >0,使得

W1 -β+1
q ±σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞ 或W2 -

α+1
p ±σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞,积分算子T 由(7)式定义,则:

(i)当且当α+1
λ1p +β+1

λ2q =λ+
1
λ1

+
1
λ2

时,存在常数M >0,使得(8)式成立;

(ii)当α+1
λ1p +β+1

λ2q =λ+
1
λ1

+
1
λ2

时,(8)式的最佳常数因子为sup{M}=
W0

|λ1|
1
q |λ2|

1
p

,其中
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W0=|λ1|W2 -
α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷=|λ2|W1 -β+1

q
æ

è
ç

ö

ø
÷

 在定理2中取λ1=λ2=1,则可得到关于齐次核积分算子的如下结果:

推论1 设1
p +

1
q =1(0<p <1,q <0),α,β,λ ∈R,K(x,y)是λ 阶齐次非负函数,0<

W1 -β+1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞,0< W2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ <+ ∞,存在常数σ >0,使得 W1 -β+1

q ±σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+ ∞ 或

W2 -
α+1
p ±σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞,积分算子T 由(7)式定义,则:

(i)当且当α
p +β

q =λ+1时,存在常数M >0,使得(8)式成立;

(ii)当α
p +β

q =λ+1时,(8)式的最佳常数因子为sup{M}=W1 -β+1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷=W2 -

α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

在定理2中取α=β=0,则可得:

推论2 设1
p +

1
q =1(0<p<1,q<0),λ1λ2>0,λ∈R,G(u,v)是λ阶齐次非负函数,K(x,

y)=G(xλ1,yλ2),0<W1 -
1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞,0<W2 -

1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞,存在常数σ>0,使得W1 -

1
q ±σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞

或W2 -
1
p ±σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞,积分算子T 由(7)式定义,则:

(i)当且当λ+
1

λ1q+
1

λ2p=0时,存在常数M >0,使得

‖T(f)‖*
p ≥M‖f‖*

p    f(x)∈Lp(0,+∞) (9)

 (ii)当λ+
1

λ1q+
1

λ2p=0时,(9)式的最佳常数因子为sup{M}=
W0

|λ1|
1
q |λ2|

1
p

,其中

W0=|λ1|W2 -
1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷=|λ2|W1 -

1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷

 推论3 设1
p +

1
q =1(0<p<1,q<0),λ>0,0≤a<b,积分算子T 为

T(f)(y)=∫
+∞

0
lnbxλ +yλ

axλ +yλ
æ

è
ç

ö

ø
÷f(x)dx   f(x)∈Lp 1

q+
λ
2( )

p (0,+∞)

则有

‖T(f)‖*
p,

λp
2-1 ≥

2π
λ
(b- a)‖f‖*

p,p 1
q+

λ
2( )

其中的常数因子2π
λ
(b- a)是最佳值.

证  记

α=p
1
q +

λ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷    β=q

1
p -

λ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

则α
p +β

q =1.又记

K(x,y)=ln
bxλ +yλ

axλ +yλ
æ

è
ç

ö

ø
÷    x>0,y>0

因为0≤a<b,故K(x,y)是0阶齐次非负函数.作变换t=u
2
λ,有

W1 -β+1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷=∫

+∞

0
K(1,t)t-β+1

qdt=∫
+∞

0
lnb+tλ

a+tλ
æ

è
ç

ö

ø
÷t-β+1

qdt=
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2
λ∫

+∞

0
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷u-

2
λ
β+1
q +

2
λ-1du=

2
λ∫

+∞

0
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷du=

2
λ ulnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

+∞

0
-∫

+∞

0
u 2u

b+u2-
2u

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷duö

ø
÷=

4(b-a)
λ ∫

+∞

0

u2

(b+u2)(a+u2)du

若a>0,因为h(z)=
z2

(b+z2)(a+z2)
在上半平面上有两个一阶极点 ai和 bi,利用复变函数的残数理

论,可求得

W1 -β+1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷=
4(b-a)

λ ∫
+∞

0

u2

(b+u2)(a+u2)du=

2(b-a)
λ 2πiResz= bi

z2
(b+z2)(a+z2)+

Resz= ai
z2

(b+z2)(a+z2)
æ

è
ç

ö

ø
÷=

2π
λ
(b- a)

若a=0,则易求得W1 -β+1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷=
2π
λ b.

综上所述,当a≥0时,有

0<W1 -β+1
q

æ

è
ç

ö

ø
÷=
2π
λ
(b- a)<+∞

 类似地也可得

0<W2 -
α+1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷=
2π
λ
(b- a)<+∞

 取σ=
λ
4 >0

,有

W1 -β+1
q -σæ

è
ç

ö

ø
÷=∫

+∞

0
lnb+tλ

a+tλ
æ

è
ç

ö

ø
÷t-β+1

q -σdt=

2
λ∫

+∞

0
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷u-

1
2du=

2
λ∫

1

0
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷u-

1
2du+

2
λ∫

+∞

1
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷u-

1
2du≤

2
λ∫

1

0
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷u-

1
2du+

2
λ∫

+∞

1
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷du

因为

lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷u-

1
2 ~ln

b
a

æ

è
ç

ö

ø
÷u-

1
2   u→0+

lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷=ln1+

b-a
a+u2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ~

b-a
a+u2 <

b-a
u2    u→+∞

∫
1

0
lnb

a
æ

è
ç

ö

ø
÷u-

1
2du<+∞   ∫

+∞

1

b-a
u2 du<+∞

从而可推知W1 -β+1
q -σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞.又因为

W1 -β+1
q +σæ

è
ç

ö

ø
÷=∫

+∞

0
lnb+tλ

a+tλ
æ

è
ç

ö

ø
÷t-β+1

q +σdt=

2
λ∫

+∞

0
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷u

1
2du=
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2
λ∫

1

0
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷u

1
2du+

2
λ∫

+∞

1
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷u

1
2du≤

2
λ∫

1

0
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷du+

2
λ∫

+∞

1
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷u

1
2du

而

lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷u

1
2 ~

b-a
a+u2u

1
2 <

b-a

u
3
2
   u→+∞

∫
+∞

1

b-a

u
3
2
du<+∞   ∫

1

0
lnb+u2

a+u2
æ

è
ç

ö

ø
÷du<+∞

所以可知W1 -β+1
q +σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞,于是得到W1 -β+1

q ±σæ

è
ç

ö

ø
÷ <+∞.

综上所述,并根据推论1,可知推论3成立.
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