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分数次热方程侧边值问题的
迭代分数次Tikhonov方法①

多杰吉, 熊向团

西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070

摘要:考虑四分之一平面内的分数次热方程的侧边值问题,这是一类严重不适定问题.首先给出了该问题的解,然

后采用迭代的分数次Tikhonov正则化方法给出了其迭代正则解,最后在先验和后验的正则化参数选取规则下,给

出了精确解和正则解之间的误差估计.
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Abstract:Consideringthesidewaysfractionalheatequationinthequarterplane,itisakindofseriouslyill-
posedproblem.Tobeginwith,thesolutionoftheproblemisgiven,andthentheiteratedfractionalTik-
honovregularizationmethodisusedtogivetheiteratedregularsolution.intheend,theerrorestimation
betweentheexactsolutionandtheregularsolutionisgivenunderthepriorandposteriorregularizationpa-
rameterselectionrules.
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所谓热传导侧边值问题,也称逆热传导问题,在一些实际问题中,当人们需要确定一个物体的表面温

度,但又无法直接测量的时候,就必须由物体内部某固定位置的温度来反演表面温度.该类问题是严重不

适定的,对此,许多学者提出了不同的方法来解决这一问题,如新型网格方法[1]、傅里叶正则化方法[2]、一

种新的正则化方法[3]、小波正则化方法[4]、分数次Tikhonov方法[5]等.近几年来,微分问题广泛应用于数

学和工程方面[6-11],而针对分数次热方程侧边值问题,也有作者提出了相应的方法对其进行讨论,如分数

次Tikhonov方法[12]、最优滤波方法[13]等.由于经典的Tikhonov方法的近似解过于光滑,例如,对于具有
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跳跃的精确解,经典的Tikhonov方法没法很好地重构精确解的特征.因此,为了更好地解决这一问题,本

文给出迭代的分数次Tikhonov方法.该方法是文献[14]提出的一种正则化方法,文献[15]应用这种方法讨

论了球对称反向时间分数阶扩散方程.

1 问题的解和不适定性分析

我们考虑如下的问题:

βu
tβ -uxx =0   x>0,t>0,0<β<1

u(x,0)=0   x≥0
u(1,t)=g(t)   t≥0
u(x,t)|x→∞ 有界

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(1)

其中,时间分数阶导数
βu
tβ

由文献[12]中β(0<β<1)阶Caputo导数定义.

βu
tβ =

1
Γ(1-β)∫

t

0

u(x,s)
s

ds
(t-s)β

    0<β<1

βu
tβ =

u(x,t)
t    β=1

 注1 当β=1时,问题(1)是经典的热传导问题的侧边值问题[12].
在实际问题中,这里的输入数据g(t)往往是由物理测量得到的,记gδ(t)∈L2(R)为带噪音的测量数

据,且满足

‖gδ -g‖ ≤δ (2)

其中δ>0是噪音水平,‖·‖ 表示L2 范数.进一步,我们给出如下的先验界:

‖u(0,t)‖ ≤E (3)
其中E 是大于0的有界常数.

为了在频域中考虑问题(1),我们将关于t的函数延拓到整个实轴,令t<0的部分为0.定义函数f(t)
的Fourier变换为

f
∧
(ξ)=

1
2π∫

∞

-∞
f(t)e-iξtdt   ξ∈R (4)

相应函数f
∧
(ξ)的Fourier逆变换为

f(t)=
1
2π∫

∞

-∞
f
∧
(ξ)e

iξtdξ

对问题(1)关于变量t作Fourier变换:

(iξ)βu
∧(x,ξ)-u∧xx(x,ξ)=0   x>0,ξ∈R,0<β<1

u∧(x,0)=0   x≥0

u∧(1,ξ)=g
∧(ξ)   ξ∈R

u∧(x,ξ)|x→∞ 有界

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(5)

通过计算,得到问题(5)的精确解为

u∧(x,ξ)=e
(1-x) (iξ)βg

∧(ξ) (6)
等价于

u(x,t)=
1
2π∫

∞

-∞
eiξte

(1-x) (iξ)βg
∧(ξ)dξ

其中
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(iξ)
β
2 =

|ξ|
β
2 cosβπ

4
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令

η= (iξ)β

则η 的实部和虚部分别表示为

a=Re(η)   b=Im(η)
因此

η=a+bi (7)

注意到,当0<x<1,|ξ|→∞时,e(1-x) (iξ)β →∞.因为要求u(x,t)∈L2(R),所以精确数据g
∧(ξ)

必须为急降函数.但实际测量数据g
∧δ(ξ)一般不会是急降函数.这种情况下数据g(t)非常小的扰动,都会

让放大因子 e
(1-x) (iξ)β 将解无限放大,导致解的爆破.因此,问题(1)是严重不适定的.本文采用迭代的分

数次Tikhonov正则化方法来求解问题(1),并给出先验和后验参数选取规则下的误差估计.

2 迭代的分数次Tikhonov正则化

本节中,我们采用固定迭代的分数次Tikhonov正则化方法[14]来求解问题(1),并给出先验和后验参数

选取方法及误差估计.
引入迭代格式:

u0
α,γ =0
(K*K +αI)γum

α,γ =(K*K)γ-1K*g+[(K*K +αI)γ -(K*K)γ]um-1
α,γ

{ (8)

其中,u0
α,γ 为迭代初值,1

2 ≤γ≤1,α>0是正则化参数,迭代步数m >0是固定的.令um,δ
α,γ 表示固定迭

代的分数次Tikhonov正则化方法关于扰动数据g=gδ 的第m 次迭代解.

注2 如果γ=1,我们会得到标准的Tikhonov方法.选择1
2<γ<1,可以防止平滑效应并获得更精

确的不连续解的数值结果[16].

对于任意给定的m∈N和1
2<γ<1,(8)式中的IFTRM是一种基于滤波器的滤子正则化方法,其滤

子函数为

F(m)
α,γ(σ)=

(σ2+α)γm -[(σ2+α)γ -σ2γ]m
(σ2+α)γm

(9)

 注3 当γ=1,m=1时,恢复为经典的Tikhonov滤波器;当γ=1时,恢复为迭代Tikhonov滤波器.

我们的滤子方法的主导思想是用
F(m)

α,γ(σ)
σ

代替1
σ
,以便用um,δ

α,γ 来近似u,如下所示:

u∧m,δ
α,γ(x,ξ)=F(m)

α,γ(σ)e
(1-x) (iξ)βg

∧δ(ξ) (10)

其中σ=e
(x-1) (iξ)β .

2.1 先验参数选取规则

我们首先证明几个辅助引理.
引理1[17] 如果常数α>0,a<b,则有如下不等式成立:

sup
s>0

esa

1+αesb ≤
α-

a
b

 引理2 对常数γ>0,α>0,m >0,0<β<1,我们有
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sup
ξ

F(m)
α,γ(σ)e(1-x)a ≤

c2
α

 证  根据文献[14]中的命题18,我们有

F(m)
α,γ(σ)≤mFα,γ(σ) (11)

其中Fα,γ(σ)是分数次Tikhonov方法滤子函数

Fα,γ(σ)=
σ2

σ2+α
æ

è
ç

ö

ø
÷

γ

(12)

由(11)式和(12)式,我们得到

sup
ξ

F(m)
α,γ(σ)e(1-x)a ≤sup

ξ
mFα,γ(σ)e(1-x)a =sup

ξ
me(1-x)a e

2(x-1)a +α
e2(x-1)a

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ

=sup
ξ

m e(x-1)a( ) 2γ-1

e2(x-1)a +α( ) γ
(13)

引入新变量s=e-a,记eax =c1.令

A(s)=
mc2γ-1

1 s2γ-1

(c21s2+α)γ
(14)

对γ>
1
2
,函数A(s)是连续的.由于A(s)≥0,lim

s→0
A(s)=0,lim

s→∞
A(s)=0,最大点满足A'(s*)=0.由

(14)式,我们得到

s* =
2γα-α
c1

将s* 代入A(s)中得最大值

A(s)≤A(s*)=
m2-γγ-γ(2γ-1)γ-

1
2c-2γ+1
1

α
(15)

记m2-γγ-γ(2γ-1)γ-
1
2c-2γ+1
1 =c2.

将(15)式代入(13)式,可得

sup
ξ

F(m)
α,γ(σ)e(1-x)a ≤

c2
α

 引理3 对常数γ>0,α>0,m >0,0<β<1,我们有

sup
ξ
(1-F(m)

α,γ(σ))e-ax ≤α
x

2(1-x)

 证  根据文献[14]中的命题18,我们得到

1-F(m)
α,γ(σ)≤ (1-Fα,γ(σ))m (16)

此外根据文献[15]中的命题3.2,我们有

Fα,γ(σ)≥Fα,1(σ)>0 (17)
其中Fα,1(σ)是经典的Tikhonov方法滤子函数

Fα,1(σ)=
σ2

σ2+α
(18)

结合(16)-(18)式,我们有

sup
ξ
(1-F(m)

α,γ(σ))e-ax ≤sup
ξ
(1-Fα,γ(σ))me-ax ≤sup

ξ
(1-Fα,1(σ))me-ax =

sup
ξ

α
σ2+α
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

e-ax =sup
ξ

αe-
ax
m

e2(x-1)a +α
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

=sup
ξ

αe2a-2ax-
ax
m

1+αe2a-2ax
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

由引理1,可得

sup
ξ
(1-F(m)

α,γ(σ))e-ax ≤α
x

2(1-x)

 定理1 假定噪音假设(4)式和先验界(5)式成立,如果选择

α=
δ
E

æ

è
ç

ö

ø
÷

2(1-x)
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就有误差估计

‖um,δ
α,γ(x,ξ)-u(x,ξ)‖ ≤ (c2+1)E1-xδx

 证  由三角不等式和Parseval公式可得

‖um,δ
α,γ(x,ξ)-u(x,ξ)‖=‖u

∧m,δ
α,γ(x,ξ)-u∧(x,ξ)‖ ≤

‖u∧m,δ
α,γ(x,ξ)-u∧m

α,γ(x,ξ)‖+‖u
∧(x,ξ)-u∧m

α,γ(x,ξ)‖ (19)

记I1=‖u
∧m,δ
α,γ(x,ξ)-u∧m

α,γ(x,ξ)‖,I2=‖u
∧(x,ξ)-u∧m

α,γ(x,ξ)‖.
首先估计I1,

I1=‖F(m)
α,γ(σ)e

(1-x) (iξ)βg
∧δ(ξ)-F(m)

α,γ(σ)e(1-x) (iξ)βg
∧(ξ)‖=

‖F(m)
α,γ(σ)e(1-x) (iξ)β(g

∧δ(ξ)-g
∧(ξ))‖ ≤δsup

ξ
F(m)

α,γ(σ)e(1-x) (iξ)β

由(6)式可得

e(1-x) (iξ)β =e(1-x)a (20)

e-x (iξ)β =e-ax (21)
因此,由引理2、引理3可得

I1=δsup
ξ

F(m)
α,γ(σ)e

(1-x) (iξ)β =δsup
ξ

F(m)
α,γ(σ)e(1-x)a ≤δ

c2
α

(22)

 接下来估计I2,由先验界e (iξ)βg
∧(ξ)≤E,得

I2=‖e
(1-x) (iξ)βg

∧(ξ)-F(m)
α,γ(σ)e(1-x) (iξ)βg

∧(ξ)‖=‖(1-F(m)
α,γ(σ))e(1-x) (iξ)βg

∧(ξ)‖ ≤

‖e (iξ)βg
∧(ξ)‖sup

ξ
(1-F(m)

α,γ(σ))e-x (iξ)β ≤Esup
ξ
(1-F(m)

α,γ(σ))e-ax ≤Eα
x

2(1-x) (23)

最后,将(22)式和(23)式代入(19)式,有

‖u∧m,δ
α,γ(x,ξ)-u∧(x,ξ)‖ ≤I1+I2 ≤ (c2+1)E1-xδx

2.2 后验参数选取规则

在这一节中给出后验参数选取规则,并且正则化参数α 由 Morozov’s偏差原理确定[17].由 Morozov’s
偏差原理,可寻找一个α 满足方程

‖F(m)
α,γ(σ)g

∧δ(ξ)-g
∧δ(ξ)‖=τδ (24)

其中1
2 <γ<1,τ>1是常数,α 是正则化参数.

下面的结论是显然的:
引理4 设 H(α)=‖F(m)

α,γ(σ)g
∧δ(ξ)-g

∧δ(ξ)‖,并且0<τδ< ‖g
∧δ(ξ)‖,则:

(i)H(α)是连续函数;
(ii)lim

α→0
H(α)=0;

(iii)lim
α→0

H(α)=‖g
∧δ(ξ)‖L2(R);

(iv)H(α)是严格单调增函数.
注4 根据引理4可知,若0<τδ< ‖g

∧δ(ξ)‖,则方程(24)的解存在且唯一.
引理5 若α 满足方程(24),则有不等式

‖F(m)
α,γ(σ)g

∧δ(ξ)-g
∧(ξ)‖ ≤ (τ+1)δ (25)

 证  由方程(24)和三角不等式得

‖F(m)
α,γ(σ)g

∧δ(ξ)-g
∧(ξ)‖ ≤ ‖F

(m)
α,γ(σ)g

∧δ(ξ)-g
∧δ(ξ)‖+‖g

∧δ(ξ)-g
∧(ξ)‖ ≤ (τ+1)δ

 引理6 对常数γ>0,α>0,m >0,我们有

sup
a≥0

(1-F(m)
α,γ(σ))e-a ≤α

1
2(1-x)
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 证

sup
a≥0

(1-F(m)
α,γ(σ))e-a ≤sup

a≥0
(1-Fα,1(σ))me-a =sup

a≥0

αe-
a
m

σ2+α
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

=sup
a≥0

αe2a-2ax-
a
m

1+αe2a-2ax
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

由引理1,可得

sup
a≥0

(1-F(m)
α,γ(σ))e-a ≤α

1
2(1-x)

 引理7 若α 满足方程(24),则有如下不等式成立:

1
α ≤

1
τ-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

2(1-x) E
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2(1-x)

(26)

 证  由引理6,有

τδ=‖F(m)
α,γ(σ)g

∧δ(ξ)-g
∧δ(ξ)‖=‖(1-F(m)

α,γ(σ))g
∧δ(ξ)‖ ≤ ‖(1-F(m)

α,γ(σ))(g
∧δ(ξ)-g

∧(ξ))‖+

‖(1-F(m)
α,γ(σ))g

∧(ξ)‖ ≤δ+‖(1-F(m)
α,γ(σ))e- (iξ)βe (iξ)βg

∧(ξ)‖ ≤

δ+sup
a≥0

(1-F(m)
α,γ(σ))e- (iξ)β ‖e (iξ)βg

∧(ξ)‖ ≤δ+Esup
a≥0

(1-F(m)
α,γ(σ))e-a ≤

δ+Eα
1

2(1-x)

因此

1
α ≤

1
τ-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

2(1-x) E
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2(1-x)

 定理2 设噪音假设(4)式和先验界(5)式成立,且正则化参数α由方程(24)确定,那么就有以下的误

差估计:

‖um,δ
α,γ(x,ξ)-u(x,ξ)‖ ≤

τ
τ-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1-x

(τ+1)xE1-xδx

 证  记

I=‖u(x,ξ)-um,δ
α,γ(x,ξ)‖

由Parseval公式及(25),(26)式可知

I2=‖u(x,ξ)-um,δ
α,γ(x,ξ)‖2=‖u

∧(x,ξ)-u∧m,δ
α,γ(x,ξ)‖2=

‖e(1-x) (iξ)βg
∧(ξ)-F(m)

α,γ(σ)e(1-x) (iξ)βg
∧δ(ξ)‖2=‖e

(1-x) (iξ)β(g
∧(ξ)-F(m)

α,γ(σ)g
∧δ(ξ))‖2=

∫
∞

-∞
e(1-x) (iξ)β(g

∧(ξ)-F(m)
α,γ(σ)g

∧δ(ξ))2dξ

由赫尔德不等式和(20),(21)式得

I2 ≤∫
∞

-∞
e2(1-x)a (g

∧(ξ)-F(m)
α,γ(σ)g

∧δ(ξ))2dξ=

∫
∞

-∞
e2(1-x)a (g

∧(ξ)-F(m)
α,γ(σ)g

∧δ(ξ))2
(1-x)(g

∧(ξ)-F(m)
α,γ(σ)g

∧δ(ξ))2xdξ≤

∫
∞

-∞
(e2(1-x)a g

∧(ξ)-F(m)
α,γ(σ)g

∧δ(ξ)2(1-x))
1
1-x
dξ( )

1-x

∫
∞

-∞
(g

∧(ξ)-F(m)
α,γ(σ)g

∧δ(ξ)2x)
1
x
dξ( )

x

≤

‖e (iξ)β(g
∧(ξ)-F(m)

α,γ(σ)g
∧δ(ξ))‖2

(1-x)‖g
∧(ξ)-F(m)

α,γ(σ)g
∧δ(ξ)‖2x

根据引理5及三角不等式得

I2 ≤ (‖e (iξ)βg
∧(ξ)(1-F(m)

α,γ(σ))‖+‖e (iξ)βF(m)
α,γ(σ)(g

∧(ξ)-g
∧δ(ξ))‖)2

(1-x)((τ+1)δ)2x ≤
(E+δsup

a≥0
eaF(m)

α,γ(σ))2(1-x)((τ+1)δ)2x

同理于引理2,我们得到

sup
a≥0
eaF(m)

α,γ(σ)≤sup
a≥0
eamFα,γ(σ)=

sup
a≥0
eam e2(x-1)a

e2(x-1)a +α
æ

è
ç

ö

ø
÷

γ

≤sup
a≥0

m e
a
γ

1+αe2a(1-x)
æ

è
ç

ö

ø
÷

γ

≤mα-
1

2(1-x)
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又根据引理7可得

I2 ≤ (E+δα-
1

2(1-x))2(1-x)((τ+1)δ)2x ≤
τ

τ-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

2(1-x)

(τ+1)2xE2(1-x)δ2x

因此

‖u(x,ξ)-um,δ
α,γ (x,ξ)‖ ≤

τ
τ-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1-x

(τ+1)xE1-xδx

3 总结

分数次Tikhonov正则化方法虽然克服了解的过度光滑的缺陷,但还是无法克服经典的Tikhonov正则

化方法所产生的饱和效应.对此,文献[14]在分数次 Tikhonov方法的基础上提出了迭代的分数次

Tikhonov方法,这一迭代方法超出了分数次Tikhonov方法的饱和效果.但是,如何确定迭代次数仍然是一

个开放的问题.
文中采用固定迭代的分数次Tikhonov正则化方法求解分数次热方程侧边值问题,同时,通过理论分析

给出了先验和后验参数选取规则,得到误差估计,证明了所用方法的有效性.这种迭代的分数次Tikhonov
正则化方法也同样适用于分数次数值微分问题和时间分数阶扩散方程等其他不适定问题.
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