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具有交叉传播的SIMR谣言传播模型的动力学分析①

赵勇胜, 侯强, 张磊

中北大学 数学学院,太原030051

摘要:基于谣言的传播机制建立了一个具有个体和媒介交叉传播的SIMR谣言传播动力学模型,研究了交叉传播

对谣言传播的影响.首先,利用下一代矩阵法得到了基本再生数R0,证明了R0≤1时无谣言平衡点的全局渐近稳

定性;其次,证明了R0>1时,模型的一致持续性和谣言盛行平衡点的唯一性;最后,利用Lyapunov函数和图论

理论,证明了谣言盛行平衡点的全局渐近稳定性.这些结果说明交叉传播会影响谣言传播的基本再生数,但不影响

谣言传播的全局动力学属性.
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DynamicAnalysisofSIMRRumorSpreading
ModelwithCross-Transmission
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Abstract:Inthispaper,aSIMRrumorspreadingmodelisestablishedwithindividualandmediumcross-
transmissionbasedontherumorspreadingmechanism,andtheimpactofcross-transmissionontherumor
spreadingisstudied.Firstly,thebasicreproductionnumberR0isobtainedbyusingthenext-generation
matrixmethod,theglobalasymptoticstabilityoftherumor-freeequilibriumpointisprovedwhenR0≤1.
Further,theuniformlypersistenceofthemodelandtheuniqueofrumor-prevailingequilibriumpointare
provedwhenR0>1.Finally,theglobalasymptoticstabilityoftherumor-prevailingequilibriumpointis
provedbyusingLyapunovfunctionsandgraphtheories.Theseresultsindicatethatcross-transmissionaf-
fectsthebasicreproductionnumberbutnotaffectstheglobaldynamicattributeofrumorspreading.
Keywords:rumorspreading;basicreproductionnumber;uniformpersistent;globalasymptoticstability

谣言是指没有事实根据的传闻,它常常伴随一些重要的事件产生,谣言歪曲事件的实际情况,可能会

引起心理恐慌,造成经济损失,甚至引起社会动荡[1].随着互联网的发展,信息在社交网络的传播已经成为

常态,人们之间的信息交流变得更加频繁,这无疑加速了谣言的传播.为了减少谣言带来的负面影响,促进

社会健康发展,研究谣言的传播机制是十分有必要的.

① 收稿日期:2022 10 29
基金项目:山西省基础研究计划资助项目(20210302123031,20210302123019,202203021211091).
作者简介:赵勇胜,硕士研究生,主要从事动力系统及其应用研究.
通信作者:侯强,副教授.



由于传播机制的相似性,大多数谣言的传播都是基于传染病模型,其中:文献[2]研究了遗忘机制对谣

言传播的影响;文献[3]研究了犹豫机制对谣言传播的影响;文献[4]研究了不同态度对谣言传播的影响.
特别是随着翻译软件的发展和人们教育程度的提高,导致了多种语言的谣言传播[5-7].本文基于文献[7],
考虑了在多语言环境下,人际传播与网络媒体传播相结合对谣言传播的影响.

1 模型的建立

假设将人群分为两组,第一组通过语言1传播谣言,第二组通过语言2传播谣言.考虑到有人掌握多种

语言或者会使用翻译软件,使得信息可以在不同的群体之间交换,因此谣言的交叉传播机制是存在的.将

每组分为4类:从未听过谣言,但易受谣言影响的人Si(t),传播谣言的人Ii(t),网络上的谣言信息量

Mi(t)(Ii(t)在网络上产生的谣言信息量),知道谣言但不传播的人Ri(t),i=1,2.建立模型如下:

dS1

dt =A1-∑
2

j=1
β1jS1Ij -∑

2

j=1
α1jS1Mj -μ1S1

dI1
dt =∑

2

j=1
β1jS1Ij +∑

2

j=1
α1jS1Mj -φ1I1R1-σ1I1-μ1I1

dM1

dt =δ1I1-d1M1

dR1

dt =σ1I1+φ1I1R1-μ1R1
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2

j=1
β2jS2Ij -∑

2
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(1)

模型中所有的参数都是正的,并且A=(αij)2×2,B=(βij)2×2是不可约的,i,j=1,2.在谣言传播过程中,易

受谣言影响的人与传播谣言的人相遇后,可能产生传播谣言的兴趣,以βij 的传播率变为传播谣言的人,βii

表示Si 和Ii 的接触传播率,βij 表示Si 和Ij 的交叉接触传播率(i≠j);易受谣言影响的人看到网络谣言

信息后,可能产生传播谣言的兴趣,以αij 的传播率变为传播谣言的人,αii 表示Si 和Mi 的接触传播率,αij

表示Si 和Mj 的交叉接触传播率(i≠j);传播谣言的人与知道谣言但不传播的人相遇后,可能失去传播谣

言的兴趣,以φi 的传播率变为知道谣言但不传播的人;Ai 表示Si 的输入率;μi 表示自然死亡率;σi 表示Ii

的自然遗忘率;δi 表示单位时间内一个谣言传播者在网络上产生的谣言量;di 表示网络谣言信息的自然消

除率.

2 基本再生数

模型(1)存在无谣言平衡点E0=(S0
1,0,0,0,S0

2,0,0,0),S0
i =

Ai

μi
,i=1,2.模型(1)的可行域为

X = S1,I1,M1,R1,S2,I2,M2,R2 ∈R8+|Si+Ii+Ri ≤
Ai

μi
,0≤Mi ≤

Aiδi

μidi
,i=1,2}{ .

根据下一代矩阵法[8],得到
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0 μ2+σ2 0 0

-δ1 0 d1 0
0 -δ2 0 d2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

72第8期       赵勇胜,等:具有交叉传播的SIMR谣言传播模型的动力学分析



计算 模 型 (1)的 基 本 再 生 数 为 R0 =ρ(FV-1)=ρ βij +αij
δj
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,其中S0=(S0
1,S0

2)Τ,易验证R0=ρ(M(S0)).

3 无谣言平衡点的稳定性

定理1 当R0 <1时,模型(1)的无谣言平衡点E0 是局部渐近稳定的.
证  为了证明无谣言平衡点E0 是局部渐近稳定的,需要检验文献[8]中的假设(A1)-(A5).假设

(A1)-(A4)是显然成立的,条件(A5)需要证明下列8×8矩阵的全部特征根具有负实部.
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 定义s(W)为矩阵W 的最大特征值,由文献[8]中的定理2可知下列等式成立:

R0 >1⇔s(W)>0,R0 <1⇔s(W)<0
 计算J4 的特征根,可知λ1=λ2=-μ1 <0,λ3=λ4=-μ2 <0.如果R0 <1,则s(W)<0,所以

s(J|E0)<0,条件(A5)成立.因此,当R0 <1时,无谣言平衡点E0 是局部渐近稳定的.
定理2 当R0 ≤1时,模型(1)的无谣言平衡点E0 是全局渐近稳定的.
证  构造一个Lyapunov函数

V0(t)=∑
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i=1
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iln

Si

S0
i
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其中I(t)=(I1(t),I2(t))T,wT=(w1,w2),wT 为M(S0)关于特征值ρ(M(S0))的一个正的左特征向

量,S0
i =

Ai

μi
,i=1,2.

计算V0(t)沿着模型(1)解的全导数,

dV0(t)
dt =∑
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wT[M(S0)I-I]=[ρ(M(S0))-1]wTI=(R0-1)wTI

 故 R0 ≤ 1 时,dV0(t)
dt ≤ 0, 且

dV0(t)
dt = 0 时,Ii(t)= 0,i = 1,2.即 当 E0 =
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A1

μ1
,0,0,0,

A2

μ2
,0,0,0
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÷ 时,dV0(t)

dt =0.集合 (S1,I1,M1,R1,S2,I2,M2,R2)|V'0(t)=0{ } 的

最大不变集为单点集{E0},根据LaSalle不变集原理[9],当R0≤1时,无谣言平衡点E0是全局渐近稳定的.

4 谣言盛行平衡点的存在性及唯一性

定理3 对于模型(1),R0 >1时,模型是一致持续的,即存在一个正数ε,使得liminf
t→∞

(Ii(t),

Mi(t))≥(ε,ε),i=1,2.
证  定义

X0:={(Si,Ii,Mi,Ri)∈X|Ii >0,Mi >0,i=1,2},∂X0=X\X0

 首先,容易验证X0 是正不变集.根据模型(1)的有界性,可知模型(1)是点耗散的.
令M∂= Si,Ii,Mi,Ri|Si,Ii,Mi,Ri ∈∂X0,∀t≥0,i=1,2{ } .
下面证明

M∂= Si,0,0,Ri|Si ≥0,Ri ≥0,i=1,2{ }

 由 于 Si(t),0,0,Ri(t)|Si(t)≥0,Ri(t)≥0,i=1,2{ } ⊆ M∂ 恒 成 立,所 以 只 需 证 M∂ ⊆
Si(t),0,0,Ri(t)|Si(t)≥0,Ri(t)≥0,i=1,2{ } 即可.假设不成立,那么存在i0,不失一般性,假

设i0=2,当t0 ≥0时,I2(t0)>0,M2(t0)=0,则有

dM2(t0)
dt =δ2I2(t0)-d2M2(t0)>δ2I2(t0) (2)

即存在正数τ,当t0 <t<t0 +τ 时
dM2

dt >0.这说明t0 <t<t0 +τ 时,(Si(t),Ii(t),Mi(t),

Ri(t))∉M∂,i=1,2.这与假设矛盾,即证明了M∂= Si(0),0,0,Ri(0)|Si(t)≥0,Ri(t)≥0,i=1,2{ } .
下面证明WS(E0)∩X0=∅,利用反证法,假设WS(E0)∩X0 ≠ ∅.
由文献[10]可知,设ε1 为任意充分小的正数,存在一个正常数η=η(ε1),使得

Si(t)>S0
i -ε1,Ii(t)<ε1,Mi(t)<ε1,Ri(t)<ε1,t≥η

由模型(1)可以得到

dIi

dt ≥ (S0
i -ε1)∑

2

j=1

(βijIj +αijMj)-φiIiε1-σiIi-μiIi

dMi

dt =δiIi-diMi
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i=1,2.

考虑一个辅助系统

dI*
i

dt =(S0
i -ε1)∑

2

j=1

(βijI*
j +αijM *

j )-φiI*
iε1-σiI*

i -μiI*
i

dM *
i

dt =δiI*
i -diM *

i

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

i=1,2. (3)

系统(3)在平衡点的雅可比矩阵为

W2=

b1 β12(S0
1-ε1)α11(S0

1-ε1)α12(S0
1-ε1)

β21(S0
2-ε1) b2 α21(S0

2-ε1)α22(S0
2-ε1)

δ1 0 -d1 0
0 δ2 0 -d2
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其中b1=β11(S0
1-ε1)-φ1ε1-(μ1+σ1),b2=β22(S0

2-ε1)-φ2ε1-(μ2+σ2),由于R0>1⇔s(W)>
0,则当R0 >1时,存在充分小的正数ζ(ζ≥ε1)使得s(W-ζW0)>0,进而有s(W2)=s(W-ε1W0)≥
s(W -ζW0)>0,其中

W0=

β11+φ1 β12 α11 α12
β21 β22+φ2 α21 α22
0 0 0 0
0 0 0 0
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这说明矩阵W2 至少有一个正的特征根.因此系统(3)是不稳定的,则系统(3)的解满足下列式子

(I*
i (t),M *

i (t))→ (∞,∞),t→ ∞,i=1,2.
通过比较定理可得

(Ii(t),Mi(t))→ (∞,∞),t→ ∞,i=1,2.
 这与Ii(t)<ε,Mi(t)<ε矛盾,因此WS(E0)∩X0=∅成立.集合M∂ 内的每条轨线都收敛到E0,
且E0 是非周期的.根据文献[11]可知,模型(1)关于(X0,∂X0)是一致持续的.结合文献[12]可知,模型

(1)至少存在一个谣言盛行平衡点E* =(S*
i ,I*

i ,M *
i ,R*

i ),i=1,2.
定理4 当R0>1时,模型(1)存在唯一的一个谣言盛行平衡点E* =(S*

i ,I*
i ,M *

i ,R*
i ),i=1,2.

证  首先,计算模型(1)的谣言盛行平衡点

Ai-∑
2

j=1
βijSiIj -∑

2

j=1
αijSiMj -μiSi=0

∑
2

j=1
βijSiIj +∑

2

j=1
αijSiMj -φiIiRi-σiIi-μiIi=0

δiIi-diMi=0
σiIi+φiIiRi-μiRi=0
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  i=1,2.

得到Si=
Ai

μi
-Ii-

σiIi

μi-φiIi
,Mi=

δiIi

di
,Ri=

σiIi

μi-φiIi
,i=1,2.

模型(1)的平衡点等价于

Ai

μi
-Ii-

σiIi

μi-φiIi
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βij +αij

δj
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μi-φiIi
=0,i=1,2. (4)

 根据文献[13]的方法,假设I*
i =h>0,I*

i =k>0是模型的两个常数解,如果h≠k,那么至少存

在一个i(i=1,2),使得hi ≠ki.不失一般性,假设h1>k1,进一步可设
h1

k1 ≥
hi

ki
对任意的i(i=1,2)成

立.将h 和k带入(4)式得
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进行变换得到
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对任意的i(i=1,2)有ki ≥k1
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μ1-φ1k1
进一步得到
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这与(6)式矛盾,因此模型(1)存在唯一的谣言盛行平衡点E* =(S*
i ,I*

i ,M *
i ,R*

i ),i=1,2.

5 谣言盛行平衡点的稳定性

定理5 当R0 >1时,模型(1)的谣言盛行平衡点E* 是全局渐近稳定的.
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构造Lyapunov函数
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 由于A =(αij)2×2,B =(βij)2×2 是不可约的,根据文献[14]中的定理2.3,有∑
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E* =(S*
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i ),i=1,2时,dV(t)
dt =0.那么,V'(t)=0的最大不变集为单点集{E*},根据

LaSalle不变集原理[9]可知,当R0 >1时,谣言盛行平衡点E* 是全局渐近稳定的.
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6 结论

本文基于谣言传播的若干特点,考虑个体和媒介交叉传播这一风险因素,建立SIMR模型来研究交叉

传播的影响.首先,通过下一代矩阵的方法定义基本再生数R0;其次,构造Lyapunov函数证明了当基本再

生数R0≤1时,模型的无谣言平衡点是全局渐近稳定的;然后根据持续性理论,证明了当基本再生数R0>
1时,模型是一致持续的,且存在唯一的谣言盛行平衡点;最后,利用Lyapunov函数和图论知识,证明了谣

言盛行平衡点是全局渐近稳定的.结果说明交叉传播会影响模型的基本再生数,但不会影响谣言传播的动

力学属性.该研究丰富了谣言传播动力学的研究方法,拓展了人们对谣言传播动力学的认识,有益于谣言

控制措施的制定.
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