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求解对流扩散反应方程的高阶指数型
组合紧致差分格式①

王明镜, 田芳, 郭亚妮

宁夏大学 数学统计学院,银川750021

摘要:针对一维对流扩散反应方程,基于对流扩散方程的四阶指数型紧致差分格式,采用四阶混合差分逼近算子

和Padé公式,间接地构造了两种求解一维对流扩散反应方程的四阶指数型组合紧致差分格式;针对二维对流扩散

反应方程,采用降维法,结合高阶混合差分逼近算子和Padé公式构造了求解二维对流扩散反应方程的四阶指数型

组合紧致差分格式.本文所提差分格式较经典四阶格式和文献中的组合型格式具有更低的耗散性,因此对于对流占

优等边界层问题的求解计算精度更高.最后给出数值算例验证了本文格式的精度.
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对流扩散反应方程已被广泛用于研究模拟热流、污染物的扩散、化学反应等物理现象[1].求解对流扩

散反应方程的数值方法有很多[2-19].针对此类方程,研究者们发展了许多高精度有限差分格式[12-19].常见的

差分格式依据差分格式系数的函数类型不同可分为多项式型有限差分格式[14-15] 和指数型有限差分格

式[2,16],依据有限差分格式结构的区别则可以分为方程型有限差分格式[11-17]和导数型有限差分格式[18].
本文的主要工作是基于文献[2]提出的对流扩散方程的四阶指数型有限差分格式,间接得到求解一维、

二维对流扩散反应方程的四阶指数型组合紧致差分格式,所提出的差分格式不同于导数型差分格式,其优

点在于采用高阶差分算子分步迭代计算待求量的导数值,避免求解大型代数方程组,同时还兼具了指数型

格式高精度的优点.

1 一维对流扩散反应方程的四阶指数型组合紧致差分格式

1.1 对流扩散方程的四阶指数型紧致差分格式

对于如下对流扩散模型方程

-εuxx +μux =S(x),   x∈ [X1,X2] (1)
文献[2]中给出了形如

-αδ2xui+μδxui=Si+c1Sxi+c2Sxxi (2)
的四阶指数型紧致差分格式,系数为
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此处δxui 和δ2xui 分别定义为

δxui=
ui+1-ui-1

2h
(4)

δ2xui=
ui+1-2ui+ui-1

h2
(5)

 该格式对于求解对流占优等大梯度变化的对流扩散问题具有高精度、高分辨率的优点.本文将基于该

格式构造对流扩散反应方程的四阶指数型组合紧致差分格式.
1.2 对流扩散反应方程的四阶指数型组合紧致差分格式

本文考虑如下对流扩散反应方程

-εuxx +μux +b(x)u=f(x),x∈ [X1,X2] (6)
其中:ε为扩散项系数且ε>0,μ为对流项系数;b(x)和f(x)是关于x的足够光滑的函数;u(x)是待求

未知量;当b(x)=0时,模型方程(6)即为文献[2]中的对流扩散方程.

首先将求解区间[X1,X2]等分为N 个子区间:xi=X1+ih,i=0,1,2,…,N,h=
X2-X1

N .

在点xi 处由泰勒级数展开得到
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由(7)式得

uxxi=δxuxi-
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再由(8)式和(9)式可得待求量的二阶导数uxxi 的四阶组合差分逼近公式

uxxi=2δ2xui-δxuxi+O(h4) (10)

 下面对对流扩散反应模型方程(6)的四阶指数型组合紧致差分格式进行推导.将模型方程(6)改写为如
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下形式

-εuxx +μux =S(x)

S(x)=f(x)-b(x)u{ (11)

 对(11)式中的第一个方程考虑其在点xi 处形如(2)式的四阶指数型紧致差分格式

-αδ2xui+μδxui=Si+c1Sxi+c2Sxxi (12)
其中α,c1,c2 由(3)式给出.

对(11)式中的第二个方程两端的x 求导得

Sx =fx -bxu-bux,Sxx =fxx -2bxux -bxxu-buxx (13)
将(13)式代入(12)式中,整理得

-αδ2xui+μδxui+(bi+c1bxi+c2bxxi)ui=fi+c1fxi+c2fxxi+(-c1bi-2c2bxi)uxi-c2biuxxi (14)

 由(10)式得

fxxi=2δ2xfi-δxfxi+O(h4)
并将其代入(14)式右端,略去高阶项整理得

-αδ2xui+μδxui+(bi+c1bxi+c2bxxi)ui = (1+2c2δ2x)fi+(c1-c2δx)fxi+(-c1bi-2c2bxi)uxi-c2biuxxi (15)

 下面通过对(15)式右端项中待求量的二阶导数采用不同的处理方法,得到以下求解模型方程(6)的两

种四阶指数型组合紧致差分格式.
1.2.1 本文格式1

将(10)式代入(15)式中,消去uxx 项整理得

-(α-2c2bi)δ2xui+μδxui+(bi+c1bxi+c2bxxi)ui = (1+2c2δ2x)fi+(c1-c2δx)fxi+(-c1bi-2c2bxi+c2biδx)uxi

即得本文格式1:

-Pδ2xui+Qδxui+Rui=Fi (16)
其中

P=α-2c2bi,Q=μ,R=bi+c1bxi+c2bxxi

Fi=(1+2c2δ2x)fi+(c1-c2δx)fxi+(-c1bi-2c2bxi+c2biδx)uxi

(17)

1.2.2 本文格式2
假设ε≠0时,将原模型方程(6)改写为

uxxi=-
1
ε
(fi-μuxi-biui)

将其代入(15)式右端项,消去uxx 项整理得
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即得本文格式2:

-Pδ2xui+Qδxui+Rui=Fi (18)
其中

P=α,Q=μ,R=bi+c1bxi+c2bxxi+
c2b2i
ε

Fi= 1+
c2bi

ε +2c2δ2x
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1.3 本文格式右端项Fi 的计算

若使(16)式和(18)式逼近模型方程(6)的精度达到四阶,则需要对Fi 中的uxi,fxi 采用四阶差分逼近.
此处采用如下四阶Padé型紧致差分公式进行离散

1
6
(Ux)i-1+

2
3
(Ux)i+

1
6
(Ux)i+1=δxUi,i=1,2,…,N (20)

其中U 代表u 或f.离散uxi 和fxi,边界条件采用如下四阶逼近公式[20]
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1.4 Fourier误差分析

令u~ =eikx,i为虚数单位,则

δxu~ =i
sinkh

h u~,δ2xu~ =
2
h2
(coskh-1)u~

且由(20)式得

u~x =i
3sinkh

h(2+coskh)
u~,f

~

x =i
3sinkh

h(2+coskh)f
~

又令ω=kh,Pe= μ
ε h,Count=

b
μ

h,η=Pe·Count=
b
ε h2,则微分方程(6)精确的特征函数为

λExact=
ε
h2

(ω2+η)+i(ω·Pe)[ ] (22)

 经过计算可得文献中的FOC格式[14]、文献[18]格式、MHOC格式[19]、本文格式1和本文格式2的特

征函数均可统一地表示为如下形式

λ=
ε
h2

M1

M2
(23)

其中相应的M1 和M2 的表达式详见表1.
表1 差分格式的特征函数

差分格式 M1 M2

FOC格式[14]
-2-

Pe2

6( ) (cosω-1)+η
6
·(cosω+5)[ ] +

i·sinω Pe-η·Pe
12( )

5+cosω
6 -i

Pe·sinω
12

MHOC格式[19]
4(cosω-1)+η+

3(sinω)2

2+cosω[ ] +
i·Pe· 3sinω

2+cosω

1

文献[18]格式 24(1-cosω)+η2-ηPe2+12η[ ] +
i·(12Pe-Pe3)sinω i·Pe2+2(cosω+5)[ ] -i·Pe·sinω

本文格式1
-2γ(cosω-1)+4σ2η(cosω-1)+η+3σ2η·

(sinω)2

2+cosω[ ] +
i· Pe·sinω+3σ1η·

sinω
2+cosω( )

1+4σ2(cosω-1)+3σ2
(sinω)2

2+cosω[ ] +
i·3σ1

sinω
2+cosω

本文格式2
-2γ(cosω-1)+η+σ2η2[ ] +

i· Pe·sinω+3σ1η·
sinω
2+cosω+3σ2Pe·η·

sinω
2+cosω( )

1+ησ24σ2(cosω-1)+3σ2
(sinω)2

2+cosω[ ] +

i·3σ1
sinω
2+cosω

  图1表示了在区间0≤kh≤π上,当Count数确定为常数1.0时,对于不同的网格雷诺数Pe,数值

波数和精确波数之间的关系.图中κ2h2 表示耗散误差.结果表明:在Pe=1.0时,MHOC格式耗散误差很

大,而FOC格式和文献[18]格式的耗散误差曲线完全重合,并且相比其他格式,本文格式1和本文格式2
的耗散误差较小;当网格雷诺数Pe从10增大到1000时,本文格式1的耗散误差逐渐增大,表现出强耗散

性,而本文格式2的耗散误差要明显小于其它格式的耗散误差.
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图1 Count=1.0的耗散误差比较

图2表示了在区间0≤kh≤π上,当网格雷诺数Pe确定为常数1.0时,对于不同的Count数,数值

波数和精确波数之间的关系.结果表明:对于不同的Count数取值,本文格式1和本文格式2的耗散误差均

明显小于FOC格式的耗散误差,并且在高波段上本文格式2的耗散误差小于本文格式1的耗散误差.

图2 Pe=1.0时的耗散误差比较
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图3表示了在区间0≤kh≤π上,当Pe数和Count数相等时,对于不同的取值,数值波数和精确波

数之间的关系.结果表明:对于不同的取值,在整个波段上,本文格式2的耗散误差很小,而其它4种格式

的耗散误差随着Pe数和Count数的增大而增大,表现出强耗散性.特别地,文献FOC格式和文献[18]格式

的耗散误差曲线完全重合.

图3 Pe=Count=c时的耗散误差比较

1.5 算法描述

将(16)式和(18)式中的算子展开,差分方程统一写为

A-1ui-1+A0ui+A1ui+1=B-1fi-1+B0fi+B-1fi+1+C-1fxi-1+C0fxi+C1fxi+1+D-1uxi-1+D0uxi+D1uxi+1 (24)
其中对应(24)式的系数见(17)式和(19)式.求解算法流程图如图7所示.

图4 算法流程图
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2 二维对流扩散反应方程的四阶指数型组合紧致差分格式

2.1 对流扩散反应方程的四阶指数型组合紧致差分格式

考虑如下二维对流扩散反应问题

-ε1uxx -ε2uyy +μ1ux +μ2uy +b(x,y)u=f(x,y),(x,y)∈ [X1,Y1]×[X2,Y2] (25)
其中:ε1,ε2为扩散项系数且ε1,ε2>0;μ1和μ2为对流项系数;b(x,y)为反应项系数;f(x,y)为源项;

u(x,y)是未知函数,函数u(x,y),b(x,y)和f(x,y)在计算区域上足够光滑.
将求解区间[X1,X2]等分为 N 个子区间:xi =X1+ih,yj =Y1+jh,i,j=0,1,2,…,N,h=

X2-X1

N .

将(25)式改写为如下等价的方程组形式

-ε1uxx +μ1ux +b(x,y)u=f1(x,y)

-ε2uyy +μ2uy +b(x,y)u=f2(x,y){ (26)

其中

f1(x,y)=f(x,y)+ε2uyy -μ2uy

f2(x,y)=f(x,y)+ε1uxx -μ1ux
{ (27)

对(26)式和(27)式应用差分格式(14)得

-P1δ2xuij +Q1δxuij +R1uij =F1ij

-P2δ2yuij +Q2δyuij +R2uij =F2ij
{ (28)

其中

F1ij =f1ij +c1f1xij +c2f1xxij +(-c1bij -2c2bxij)uxij -c2bijuxxij (29)

F2ij =f2ij +d1f2yij +d2f2yyij +(-d1bij -2d2byij)uyij -d2bijuyyij (30)

P1=α1,Q1=μ1,R1=bij +c1bxij +c2bxxij

α1=
μ1h
2coth

μ1h
2ε1
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è
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P2=α2, Q2=μ2, R2=bij +d1byij +d2byyij

α2=
μ2h
2coth

μ2h
2ε2
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(32)

将(28)式中两项相加得

-P1δ2xuij -P2δ2yuij +Q1δxuij +Q2δyuij +(R1+R2)uij =Fij (33)
其中

Fij =F1ij +F2ij (34)
由

f1(x,y)=f(x,y)+ε2uyy -μ2uy (35)
直接计算得

f1x =fx +ε2uyyx -μ2uyx

f1xx =fxx +ε2uyyxx -μ2uyxx

(36)

将(35)式和(36)式代入(29)式中得

F1ij =(f+ε2uyy -μ2uy)ij +c1(fx +ε2uyyx -μ2uyx)ij +c2(fxx +ε2uyyxx -μ2uyxx)ij +
(-c1bij -2c2bxij)uxij -c2bijuxxij =
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(f+c1fx +c2fxx)ij +(ε2uyyij -μ2uyij)+

c1(ε2uyyxij -μ2uyxij -bijuxij)+c2(ε2uyyxxij -μ2uyxxij -bijuxxij -2bxijuxij)
(37)

由

f2(x,y)=f(x,y)+ε1uxx -μ1ux (38)
直接计算得

f2y =fy +ε1uxxy -μ1uxy

f2yy =fyy +ε1uxxyy -μ1uxyy

(39)

将(38)式和(39)式代入(30)式中得

F2ij =(f+ε1uxx -μ1ux)ij +d1(fy +ε1uxxy -μ1uxy)ij +d2(fyy +ε1uxxyy -μ1uxyy)ij +
(-d1bij -2d2byij)uyij -d2bijuyyij =
(f+d1fy +d2fyy)ij +(ε1uxxij -μ1uxij)+

d1(ε1uxxyij -μ1uxyij -bijuyij)+d2(ε1uxxyyij -μ1uxyyij -bijuyyij -2byijuyij)

(40)

将(37)式和(40)式相加并整理得

Fij =F1ij +F2ij =(f+c1fx +c2fxx +d1fy +d2fyy)ij +buij +
c1(ε2uyyxij -μ2uyxij -bijuxij)+d1(ε1uxxyij -μ1uxyij -bijuyij)+

c2(ε2uyyxxij -μ2uyxxij -bijuxxij -2bxijuxij)+d2(ε1uxxyyij -μ1uxyyij -bijuyyij -2byijuyij)
(41)

对其中的c2(-μ2uyxxij-bijuxxij-2bxijuxij)+d2(-μ1uxyyij-bijuyyij-2byijuyij)中各项采用二阶中心差分

算子离散,对其中的c1(ε2uyyxij-μ2uyxij-bijuxij)+d1(ε1uxxyij-μ1uxyij-bijuyij)中各项采用以下四阶差

分算子离散

uxyij =δxuyij +δyuxij -δxδyuij +O(h4) (42)

uxxyij =δ2xuyij +δ2xδyuij -δxδyuxij +o(h4) (43)

uyyxij =δ2yuxij +δ2yδxuij -δxδyuyij +o(h4) (44)
得

Fij =(f+c1fx +c2fxx +d1fy +d2fyy)ij +buij +
(c2ε2+d2ε1)δ2xδ2yuij +(-c2μ2+d1ε1)δ2xδyuij +(c1ε2-d2μ1)δ2yδxuij -
(-c1μ2-d1μ1)δxδyuij -c2bijδ2xuij -d2bijδ2yuij -2c2bxijδxuij -2d2byijδyuij +
(c1ε2δ2y -d1ε1δxδy +(-c1μ2-d1μ1)δy -c1bij)uxij +
(d1ε1δ2x -c1ε2δxδy +(-c1μ2-d1μ1)δx -d1bij)uyij

(45)

将(45)式代入(33)式中并整理得

(-P1+c2bij)δ2xuij+(-P2+d2bij)δ2yuij+(Q1+2c2bxij)δxuij+(Q2+2d2byij)δyuij+(-c2ε2-d2ε1)δ
2
xδ2yuij+

(c2μ2-d1ε1)δ
2
xδyuij+(d2μ1-c1ε2)δ

2
yδxuij+(-c1μ2-d1μ1)δxδyuij+(R1+R2-bij)uij =

(f+c1fx +c2fxx +d1fy +d2fyy)ij+
(-c1bij+c1ε2δ

2
y -d1ε1δxδy +(-c1μ2-d1μ1)δy)uxij+

(-d1bij+d1ε1δ
2
x -c1ε2δxδy +(-c1μ2-d1μ1)δx)uyij

(46)

从而得到模型方程(25)的离散差分格式

-Aδ2xuij -Bδ2yuij +Cδxuij +Dδyuij +Eδ2xδ2yuij +Gδ2xδyuij +Hδ2yδxuij +Kδyδxuij +Ruij =Fij (47)
其中

A=P1-c2bij,B=P2-d2bij,C=Q1+2c2bxij,D=Q2+2d2byij,E=-c2ε2-d2ε1
G=c2μ2-d1ε1,H =d2μ1-c1ε2,K =-d1μ1-c1μ2,R=R1+R2-bij

Fij =fij +c1fx ij +d1fyij +c2fxxij +d2fyyij +
(-c1bij -(d1μ1+c1μ2)δy +c1ε2δ2y -d1ε1δxδy)ux ij +
(-d1bij -(d1μ1+c1μ2)δx +d1ε1δ2x -c1ε2δxδy)uy ij

(48)
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(48)式中右端项中的fxij,fyij,fxxij,fyyij 分别采用一阶导数和二阶导数的中心差分算子计算得到.而uxij,

uyij 采用如下的四阶Padé型紧致差分公式进行离散

1
6
(ux)i-1,j +

2
3
(ux)ij +

1
6
(ux)i+1,j =δxuij

1
6
(uy)i,j-1+

2
3
(uy)ij +

1
6
(uy)i,j+1=δyuij

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

  i=1,2,…,N (49)

离散uxij 和uyij,边界条件采用文献[20]给出的如下四阶逼近公式,其中α 代表x 或y.

(uα)0+
8
9
(uα)1=

1
h -

221
90u0+

433
108u1-

19
6u2+

43
18u3-

25
27u4+

27
180u5

æ

è
ç

ö

ø
÷

(uα)N -
8
9
(uα)N-1=

1
h
21
10uN -

641
108uN-1+

121
18uN-2-

25
6uN-3+

41
27uN-4-

43
180uN-5

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(50)

2.2 算法描述

1)给u 赋初值u0
ij,i,j=1,2,…,N;

2)采用中心差分算子计算fxij,fyij,fxxij,fyyij;

3)采用四阶Padé型紧致差分公式(49)和四阶一致边界条件(50)计算uxij,uyij;

4)将以上各量值代入(48)式计算Fij;

5)将Fij 代入(47)式中计算uij 的新值,记为uk+1
ij ;

6)如果err=
uk+1

ij -uk
ij

uk
ij

≥10-14,则将uk+1
ij 赋值于u0

ij,重复2)-5),直到err=
uk+1

ij -uk
ij

uk
ij

<10-14,

输出uij.

3 数值算例

本节将选取典型算例,采用Fortran95程序语言,在具有4GB内存,Intel(R)Core(TM)i5-7200U
CPU处理器的计算机上编制统一程序,采用本文格式和文献格式进行计算,并与精确解进行比较,验证格

式的精度.
收敛阶采用如下公式

Rate=
log

E1

E2

æ

è
ç

ö

ø
÷

log
N2

N1

æ

è
ç

ö

ø
÷

(51)

进行计算,其中:E1,E2 分别为网格数取N1,N2 时采用差分格式计算得到的最大绝对误差.
例1[15] -uxx +ux +u=2sinx+cosx,0<x <π.
该算例的边界条件为u(0)=u(π)=0.精确解为u(x)=sinx.它在计算区域上是一个光滑函数.表2

给出了在不同网格数下采用以上5种格式计算的最大绝对误差和收敛阶.从表2中我们可以发现,5种差分

格式在粗网格和细网格上均能达到理论上的计算精度,且本文格式1和格式2的误差略小于FOC、文献

[18]和 MHOC3种四阶差分格式的计算误差.
表2 算例1最大绝对误差和收敛阶比较

网格数

FOC格式[14]

最大绝
对误差

收敛阶

文献[18]格式

最大绝
对误差

收敛阶

MHOC格式[19]

最大绝
对误差

收敛阶

本文格式1
最大绝
对误差

收敛阶

本文格式2
最大绝
对误差

收敛阶

8 6.0149e-5 6.0149e-5 4.8660e-4 4.7342e-5 4.5602e-5
16 3.8124e-6 3.98 3.8124e-6 3.98 1.8332e-5 4.73 3.0021e-6 3.98 2.9826e-6 3.93
32 2.3734e-7 4.01 2.3734e-7 4.01 6.0042e-7 4.93 1.9034e-7 3.98 1.9005e-7 3.97
64 1.4877e-8 4.00 1.4877e-8 4.00 1.9470e-8 4.95 1.1896e-8 4.00 1.1892e-8 4.00
128 9.2959e-104.00 9.2960e-104.00 9.0068e-104.43 7.4354e-104.00 7.4345e-104.00
256 5.8107e-114.00 5.8106e-114.00 4.7573e-114.24 4.6478e-114.00 4.6387e-114.00
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 例2 -εuxx -ux +u=0,0<x <1.

边 界 条 件 为 u(0) = 0, u(1) =
em1 -em2

(1+m1)em1 -(1+m2)em2
, 精 确 解 为 u(x) =

em1x -em2x

(1+m1)em1 -(1+m2)em2
.其中m1=

-1+ 1+4ε
2ε

,m2=
-1- 1+4ε

2ε .

如图5所示,当网格数N =16时,随着ε的减小,该算例的精确解在计算区域的左端点x=0处有一

边界层.表3比较了当ε=10-1,10-2,10-3 时本文格式和文献格式的计算结果.

图5 例2的精确解

表3 算例2最大绝对误差和收敛阶比较

ε
网
格
数

FOC格式[14]

最大绝
对误差

收敛阶

文献[18]格式

最大绝
对误差

收敛阶

MHOC格式[19]

最大绝
对误差

收敛阶

本文格式1
最大绝
对误差

收敛阶

本文格式2
最大绝
对误差

收敛阶

0.1

8 3.7874e-4 1.7386e-3 2.3689e-3 7.6095e-5 4.4308e-5

16 2.1887e-5 4.11 9.1882e-5 4.24 3.9102e-4 2.60 3.5697e-6 4.41 2.8621e-6 3.95

32 1.4128e-6 3.95 5.7785e-6 3.99 2.9563e-5 3.73 1.9798e-7 4.17 1.9004e-7 3.91

64 8.7848e-8 4.01 3.5728e-7 4.02 1.4512e-6 4.35 1.2019e-8 4.04 1.1913e-8 4.00

0.01

16 2.8707e-2 9.4464e-1 - 3.6560e-4 5.8710e-4

32 5.8496e-3 2.29 9.1507e-2 3.37 - - 1.2391e-4 1.56 8.0193e-5 2.87

64 6.0300e-4 3.28 4.2661e-3 4.42 - - 1.5992e-5 2.95 9.6289e-6 3.06

128 3.7333e-5 4.01 2.2505e-4 4.24 - - 8.7058e-7 4.20 6.7542e-7 3.83

256 2.2955e-6 4.02 1.3290e-5 4.08 - - 4.5294e-8 4.26 4.3165e-8 3.97

0.001

16 1.5129e-1 2.3159e-1 - 5.3801e-4 6.6504e-3

32 1.2552e-1 0.27 2.4033e-1 -0.05 - - 2.5441e-4 1.08 2.8622e-3 1.22

64 8.5562e-2 0.55 4.5989e-1 -0.94 - - 1.1368e-4 1.16 7.0721e-4 2.02

128 4.0174e-2 1.09 9.4108e-1 -1.03 - - 4.8890e-5 1.22 1.1984e-4 2.56

256 1.0205e-2 1.98 4.8920e-1 0.94 - - 1.9168e-5 1.35 1.5517e-5 2.95

512 1.2815e-3 2.99 1.0767e-2 5.51 - - 3.4552e-6 2.47 2.0184e-6 2.94

1024 9.0851e-5 3.82 5.8991e-4 4.19 - - 2.3248e-7 3.89 1.6744e-7 3.59

2048 5.4469e-6 4.06 3.3217e-5 4.15 - - 1.1435e-8 4.35 1.0624e-8 3.98

4096 3.3684e-7 4.02 2.0217e-6 4.04 - - 6.7813e-10 4.08 6.6657e-10 3.99
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 从表3可知:

1)在细网格下,所列格式都能到理论上的收敛阶,但本文两种差分格式的计算精度明显优于FOC格

式、MHOC格式和文献[18]格式.

2)随着ε的减小,本文两种差分格式优势更显著.比如当ε=10-3,N =512时,采用本文格式1计算

得到的最大绝对误差为3.4552×10-6,采用本文格式2计算得到的最大绝对误差为2.0184×10-6;FOC
格式若要得到相同量级的计算精度(此时最大绝对误差为5.4469×10-6),至少需要2048个网格点;文献

[18]格式若要获得相同量级的计算精度(此时最大绝对误差为3.7697×10-6),至少需要3500个网格点.

3)当ε很小时,本文格式1在粗网格上的计算误差小于本文格式2,在细网格上的计算误差大于本文格

式2.当ε=1和ε=10-1 时,MHOC格式可以达到理论上的四阶精度;但是当ε<0.065时,不论在粗网

格还是在细网格上,MHOC格式都是发散的.
例3[16] -εuxx -ux +εu=sinx,0<x <π

边界条件为u(0)=u(π)=0,精确解为u(x)=
1

1+4ε2
Ae

r1x

π +Be
r2x

π +2εsinx+cosx( ) .其中r1=

-π(1+ 1+4ε2)
2ε

,r2=2πε(1+ 1+4ε2)
2,A=

(1+er2)
(er1 -er2)

,B=
(1+er1)
(er2 -er1)

.

如图6所示,随着ε的减小,该算例的精确解在计算区域的左端点x=0处有一边界层.表4中比较了

当ε=10-1,10-2,10-3 时本文格式和文献格式的计算结果.从表4可知:

图6 例3的精确解(ε=10-1,10-2,10-3,10-5,10-8,网格数 N =16)

1)在细网格下,所列格式都能达到理论上的收敛阶,但本文两种差分格式的计算精度明显优于FOC
格式、MHOC格式和文献[18]格式.

2)随着ε的减小,本文两种差分格式的计算误差比所列其它文献格式高出2~6个数量级.当ε=10-3,

N =32时,本文格式1的最大绝对误差为3.6641×10-5,本文格式2的最大绝对误差为4.5278×10-4;而

FOC格式(此时最大绝对误差为3.5389×10-4)若要得到相同量级的计算精度,则至少需要4096个网格

点;文献[18]格式若要得到相同量级的计算精度(此时最大绝对误差为5.2628×10-4),则至少需要6000
个网格点.

3)当ε很小时,本文格式1在粗网格上的计算误差小于本文格式2,而在细网格上的计算误差大于本文

格式2.当ε=1时,MHOC格式可以达到理论上的四阶精度;但是当ε<0.23时,不论在粗网格还是在细

网格上,MHOC格式都是发散的.
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表4 算例3最大绝对误差和收敛阶比较

ε
网
格
数

FOC格式[14]

最大绝
对误差

收敛阶

文献[18]格式

最大绝
对误差

收敛阶

MHOC格式[19]

最大绝
对误差

收敛阶

本文格式1
最大绝
对误差

收敛阶

本文格式2
最大绝
对误差

收敛阶

0.1

8 9.5799e-2 1.7778e+0 - 1.8617e-3 1.5209e-3

16 1.2180e-2 2.98 1.8956e-1 3.23 - - 3.3120e-4 2.49 1.9728e-4 2.95

32 8.7155e-4 3.80 2.2321e-2 3.09 - - 2.2389e-5 3.89 1.6179e-5 3.61

64 5.2192e-5 4.06 4.6621e-3 2.26 - - 1.1035e-6 4.34 1.0259e-6 3.98

0.01

16 1.0685e+0 3.9618e+1 - 2.3825e-4 1.3615e-3

32 5.8212e-1 0.88 4.5983e+0 3.11 - - 6.9312e-5 1.78 2.4469e-4 2.48

64 1.8500e-1 1.65 2.8066e+0 0.71 - - 2.9283e-5 1.24 3.2805e-5 2.90

128 2.9092e-2 2.67 3.2921e-1 3.09 - - 7.3488e-6 1.99 4.3467e-6 2.92

256 2.4340e-3 3.58 1.9755e-2 4.06 - - 6.5607e-7 3.49 4.3379e-7 3.32

512 1.4258e-4 4.09 1.5887e-3 3.64 - - 3.0836e-8 4.41 2.7628e-8 3.97

0.001

16 1.8075e+0 3.8920e+4 - 2.8944e-4 1.8337e-3

32 1.7625e+0 0.04 2.4552e+3 3.99 - - 3.6641e-5 2.98 4.5278e-4 2.02

64 1.5638e+0 0.17 1.5510e+2 3.98 - - 4.5424e-6 3.01 1.0677e-4 2.08

1024 5.7787e-2 9.1693e-1 - 1.2960e-7 8.4136e-8

2048 5.8109e-3 3.31 4.3509e-2 4.40 - - 1.6025e-8 3.02 9.8384e-9 3.10

4096 3.5389e-4 4.04 2.3231e-3 4.23 - - 8.5555e-10 4.23 6.7449e-10 3.87

 例4[21] -εuxx -εuyy +2ux +uy =f(x,y),0<x,y<1.

边界条件为u(0,y)=ey +2-
1
ε(1+y)1+

1
ε,u(1,y)=ey-1+2-

1
ε (1+y)1+

1
ε,u(x,0)=e-x +2-

1
ε,

u(x,1)=e1-x +2.精确解为u(x,y)=ey-x +
1+y
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
ε

(1+y).

表5 算例4最大绝对误差和收敛阶比较

ε 网格数
文献[18]格式

最大绝对误差 收敛阶

本文格式(47)

最大绝对误差 收敛阶

1

8×8 4.0956e-6 1.6858e-4

16×16 2.5522e-7 4.00 2.5339e-5 2.53

32×32 1.5953e-8 4.00 3.4814e-6 2.86

64×64 9.9851e-10 4.00 4.5672e-7 2.93

0.1

16×16 2.0305e-3 2.9483e-4

32×32 1.1016e-4 4.20 3.7478e-5 2.98

64×64 6.6592e-6 4.05 4.7185e-6 2.99

128×128 4.1305e-7 4.01 5.9340e-7 2.99

0.01

64×64 1.4384e+0 2.4627e-3

128×128 6.5368e-3 7.78 1.5297e-4 4.01

256×256 3.2225e-4 4.34 9.7320e-6 3.97

512×512 1.9228e-5 4.07 6.3561e-7 3.94

0.001

512×512 overflow 5.6155e-3

1024×1024 1.8534e-2 - 3.4187e-4 4.04

2048×2048 8.1406e-4 4.51 2.2305e-5 3.94
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表5列出了当ε=1,10-1,10-2,10-3 时本文格式和文献格式的最大绝对误差和收敛阶比较.从表5中数

据不难发现,ε越小,本文格式的优势越明显.特别地,当ε=10-2,10-3 时,本文格式较文献格式在计算精

度上要高出1~2个数量级.
例5 -εuxx -εuyy -ux -uy +εu=sinx+siny,0<x,y<π.
边界条件为

u(0,y)=
1

1+4ε2
A 1+e

r1y

π( ) +B 1+e
r2y

π( ) +2ε(siny)+(1+cosy)( )

u(π,y)=
1

1+4ε2
A er1 +e

r1y

π( ) +B er2 +e
r2y

π( ) +2ε(siny)+(-1+cosy)( )

u(x,0)=
1

1+4ε2
A e

r1x

π +1( ) +B e
r2x

π +1( ) +2ε(sinx)+(cosx+1)( )

u(x,π)=
1

1+4ε2
A e

r1x

π +er1( ) +B e
r2x

π +er2( ) +2ε(sinx)+(-1+cosx)( )

 精确解为u(x,y)=
1

1+4ε2
(A(e

r1x

π +e
r1y

π )+B(e
r2x

π +e
r2y

π )+2ε(sinx+siny)+(cosx+cosy)).

其中r1=
-π(1+ 1+4ε2)

2ε
,r2=2πε(1+ 1+4ε2)

2,A=
(1+er2)
(er1 -er2)

,B=
(1+er1)
(er2 -er1)

.

表6列出了当ε=1,10-1,10-2时本文格式和文献格式的最大绝对误差和收敛阶比较.从表6中数据不难

看出,当ε=1时,本文格式和文献格式的计算精度相当.但是,当ε=10-1,10-2 时,本文格式的计算精度

远远高于文献格式.
表6 例5最大绝对误差和收敛阶比较

ε 网格数
文献[18]格式

最大绝对误差 收敛阶

本文格式(47)

最大绝对误差 收敛阶

1

8×8 4.2758e-5 2.4427e-4

16×16 2.7642e-6 3.95 2.2248e-5 3.46

32×32 1.7354e-7 3.99 1.5975e-6 3.80

64×64 1.0874e-8 4.00 1.0539e-7 3.92

0.1

16×16 4.7910e-1 3.0075e-3

32×32 1.7188e-2 4.80 1.7757e-4 4.08

64×64 9.4600e-4 4.18 9.1586e-6 4.28

128×128 5.7461e-5 4.04 9.8648e-7 3.22

0.01

128×128 2.0467e+0 6.4493e-5

256×256 5.8375e-2 6.17 5.4368e-6 3.57

512×512 2.8236e-3 3.33 3.1255e-7 4.12

1024×1024 1.6520e-4 4.10 1.8342e-8 4.09

4 结论

本文基于对流扩散方程的指数型差分格式[2],构造了求解一维和二维对流扩散反应方程的四阶指数型

组合紧致差分格式,所选取的典型算例的计算结果充分表明对于对流(反应)占优问题,本文提出的差分格

式的计算精度要明显高于文献中的多项式格式[14]和多项式型组合格式[18-19].
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